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Introduccio´n
El estudio de la teor´ıa de cuerdas se ha convertido en los u´ltimos 25 an˜os en uno de
los campos de investigacio´n ma´s activos de la f´ısica teo´rica. Esta teor´ıa, que posee per-
turbativamente como elementos fundamentales objetos unidimensionales denominados
cuerdas, empezo´ a construirse inicialmente como un intento de describir la f´ısica de la
interaccio´n fuerte. Pero, tras el descubrimiento en los an˜os 70 del siglo pasado de que
las cuerdas cerradas poseen en su espectro no masivo una excitacio´n que se comporta
a bajas energ´ıas como el gravito´n, paso´ a proponerse como una teor´ıa cua´ntica de la
gravitacio´n consistente. La introduccio´n de supersimetr´ıa en la teor´ıa, dando lugar a
la teor´ıa de supercuerdas, la potencialidad de e´sta para describir todas las part´ıculas
e interacciones de la naturaleza y el descubrimiento en los an˜os 80 de la cancelacio´n
de ciertas anomal´ıas (que har´ıan que la teor´ıa no tuviese sentido f´ısico) provocaron un
gran aumento del intere´s en su estudio por parte de la comunidad cient´ıfica. Desde
entonces la teor´ıa de cuerdas es el marco dominante para la construccio´n de una teor´ıa
cua´ntica que unifique todas las interacciones de la naturaleza, incluida la gravitatoria.
Adema´s del viejo suen˜o de la unificacio´n, otro motivo por el que ha resultado
interesante desarrollar la teor´ıa de cuerdas es porque, de acuerdo con la propuesta de
’t Hooft [1], e´sta constituye un marco u´til para el estudio del re´gimen no perturbativo
de las teor´ıas gauge de tipo SU(N), U(N), O(N), etc. La idea consiste en “separar”
los diagramas de Feynmann que constituyen la expansio´n perturbativa de las distintas
amplitudes de la teor´ıa gauge en diagramas gordos (“fatgraphs”), cada uno de los
cuales es proporcional a una potencia de N bien definida. De esta forma la expansio´n
perturbativa queda reorganizada como una expansio´n de “gran N”
A =
∞∑
g=0
(
1
N
)2g−2
Ag(t) (0.1)
Cada uno de los coeficientes Ag(t) de esta expansio´n es, a su vez, una serie de potencias
del para´metro de ’t Hooft t = g2YMN , pero con mejores propiedades de convergencia. La
propuesta de ’t Hooft consiste en asociar, a la teor´ıa gauge, una teor´ıa de cuerdas cuya
expansio´n en ge´nero coincida con la expansio´n de “gran N” de la teor´ıa gauge. De esta
forma, cada amplitud de la teor´ıa de cuerdas constituye una definicio´n no perturbativa
de Ag(t).
VI Introduccio´n
Una segunda revolucio´n en el desarrollo de la teor´ıa de cuerdas tuvo lugar a me-
diados de los an˜os 90, donde se produjeron grandes avances en la unificacio´n de las
diferentes versiones de la teor´ıa de supercuerdas mediante el descubrimiento de cier-
tas transformaciones discretas no perturbativas (dualidades) que las relacionan y de la
existencia de nuevos objetos no perturbativos, denominados branas, como ingredientes
fundamentales de la teor´ıa. El estudio de estos nuevos objetos, fundamentalmente de
las Dp-branas, ha permitido encontrar, a trave´s de la correspondencia agujeros ne-
gros/teor´ıa de cuerdas [2], una descripcio´n microsco´pica de la f´ısica de ciertos agujeros
negros, al menos aquellos que son supersime´tricos. Para e´stos se ha encontrado un
acuerdo total (en el l´ımite termodina´mico) entre el tratamiento estad´ıstico del modelo
microsco´pico del agujero negro dado por teor´ıa de cuerdas y la descripcio´n macrosco´pi-
ca dada por las leyes termodina´micas de los agujeros negros. No obstante este tipo
de agujeros negros, cargados, extremales y supersime´tricos, no son realistas y son los
que menos intere´s tienen desde un punto de vista f´ısico ya que no emiten radiacio´n
de Hawking. El proceso de radiacio´n de Hawking ha podido ser descrito microsco´pi-
camente para pequen˜as desviaciones de la extremalidad como un proceso en el que
cuerdas abiertas ancladas en las branas se unen para formar cuerdas cerradas, y se han
hecho tambie´n avances en el estudio de la descripcio´n microsco´pica de agujeros negros
neutros, pero hasta ahora la teor´ıa no ha podido dar una descripcio´n microsco´pica de
agujeros negros ma´s realistas como el de Schwarzschild.
Ocurre que, al margen de las cr´ıticas que tambie´n ha recibido la teor´ıa de cuerdas
referentes a su supuesta no-falsabilidad debido a su aparente estructura de vac´ıos, un
problema central que tiene la teor´ıa constituye el hecho de que todav´ıa no tenemos
una formulacio´n completa no perturbativa de ella. El instrumento que han utilizado
fundamentalmente los teo´ricos de cuerdas para poner en pra´ctica la correspondencia
agujeros negros/cuerdas y para establecer la famosa web de dualidades se basa en la
caracter´ıstica que tienen los estados supersime´tricos de que algunas de sus propiedades
se mantienen invariantes al cambiar el acoplo e incluso llevarlo ma´s alla´ del re´gimen
perturbativo. Un requerimiento indispensable que se espera de una teor´ıa fundamental
que incluya la gravitacio´n cua´ntica es que sea capaz de describir adecuadamente la
dina´mica del espacio-tiempo. En cambio, las formulaciones perturbativas que tenemos
de la teor´ıa de cuerdas no pueden hacer esto porque son dependientes del background.
Una formulacio´n no perturbativa de la teor´ıa de cuerdas nos permitir´ıa tambie´n estu-
diar, extrapolando las dualidades de gran N de ’t Hooft, aspectos no perturbativos de
las teor´ıas gauge incluso en el re´gimen en el que no es va´lida la expansio´n de gran N .
En todo caso, el hecho de que la teor´ıa de cuerdas sea capaz de proporcionar una
descripcio´n microsco´pica de ciertos agujeros negros constituye una fuerte indicacio´n de
que e´sta tiene todav´ıa mucho que decirnos acerca la naturaleza cua´ntica de la grav-
itacio´n. En efecto, el hecho de que haya sido capaz de reproducir la fo´rmula de la
entrop´ıa de Bekenstein-Hawking mediante una suma expl´ıcita sobre estados indica que
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se han identificado los grados de libertad microsco´picos correctos. Esto, junto con el
hecho de que la teor´ıa contiene como l´ımite de baja energ´ıa la relatividad general
(acoplada a materia) parece indicar que estamos en un marco adecuado y unificado
para estudiar tanto el re´gimen microsco´pico como el macrosco´pico. Es de esperar, por
tanto, que alguna formulacio´n adecuada de la “teor´ıa M” nos pueda dar una descripcio´n
independiente del background de la gravitacio´n cua´ntica que contenga como esquinas
perturbativas las diferentes versiones de la teor´ıa de supercuerdas.
Un programa que esta´ siendo explotado durante los u´ltimos an˜os consiste en exa-
minar la descripcio´n cuerdosa de los agujeros negros con mayor precisio´n, es decir,
explotar la correspondencia ma´s alla´ del l´ımite termodina´mico. De hecho, el e´xito ini-
cial en el contaje de la entrop´ıa [3] ten´ıa cierto aspecto de “milagroso”, en el sentido de
que el e´xito en la reproduccio´n de la fo´rmula de Bekenstein-Hawking a partir de la de-
scripcio´n microsco´pica cuerdosa no se pone de manifiesto hasta que se tienen en cuenta
todos los factores nume´ricos. El acuerdo es aun ma´s sorprendente si se incluyen aspec-
tos adicionales como rotacio´n o ligeras desviaciones de la extremalidad. Pero pronto se
entendio´ que los elementos esenciales en el acuerdo entre los dos lados de la correspon-
dencia agujeros negros/cuerdas eran, por un lado, la regio´n AdS de cerca del horizonte
del agujero negro y, por otro, la teor´ıa conforme (CFT) que describe de forma efecti-
va la f´ısica de baja energ´ıa de las branas que constituyen la descripcio´n microsco´pica
cuerdosa del agujero negro. Esto, junto con otras observaciones, ha dado lugar a la
denominada correspondencia AdS/CFT o de Maldacena [4–6], que propone la equiva-
lencia entre ciertas teor´ıas de cuerdas en un background que contiene el espacio Anti
de Sitter (AdS) y ciertas teor´ıas de campos conformes (CFT) que viven en la frontera
de este espacio y que tienen una dimensio´n menos. Esta correspondencia, adema´s de
constituir una realizacio´n concreta, por un lado, del principio hologra´fico [7] y, por
otro, de las dualidades de “gran N” de ’t Hooft, ha servido para desmitificicar en parte
el e´xito en el contaje de la entrop´ıa: la entrop´ıa microsco´pica viene dada en te´rminos
de la carga central de la CFT, y e´sta puede calcularse exactamente en algunos casos
mediante su relacio´n con ciertas anomal´ıas1. En su versio´n fuerte la correspondencia
AdS/CFT proporciona una definicio´n no perturbativa de la teor´ıa de cuerdas en ciertos
espacios que sean asinto´ticamente AdS. Se ha demostrado que la CFT correspondiente
posee suficientes estados para describir microsco´picamente todas las excitaciones grav-
itatorias de energ´ıa finita (inclu´ıdos los agujeros negros) en el espacio asinto´ticamente
AdS. Estos estados no tienen por que´ ser supersime´tricos, pero s´ı que corresponden a
excitaciones sobre un vac´ıo supersime´trico.
El presente trabajo se enmarca dentro del contexto de este “paradigma” o “progra-
ma de investigacio´n” surgido, como ya hemos indicado, a lo largo de la de´cada pasada.
Una parte de esta tesis se centra en agujeros negros cuadridimensionales obtenidos de
compactificaciones de la teor´ıa de cuerdas tipo II en variedades tipo Calabi-Yau de 3
1Para una revisio´n interesante de estos resultados ve´ase la ref. [8].
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dimensiones complejas (CY3). De acuerdo con la literatura, llamaremos a estos agujeros
negros “agujeros negros Calabi-Yau”. Se trata de generalizaciones del agujero negro de
Reissner-Nordstrom, con distintas cargas ele´ctricas y magne´ticas bajo distintos grupos
gauge U(1), en el que algunos de los moduli del Calabi-Yau toman distintos valores a
medida que var´ıa la distancia al agujero negro. Una caracter´ıstica de estos agujeros ne-
gros es que, bajo ciertas condiciones, poseen una propiedad, denominada “mecanismo
del atractor”, que consiste en que los valores de estos moduli en el horizonte esta´n fija-
dos por las cargas del agujero negro, en el sentido de que son invariantes bajo cambios
continuos de los valores de estos mismos moduli en el infinito (los valores de vac´ıo).
Como ya indico´ Maldacena en [4], este mecanismo del atractor es crucial para que la
correspondecia AdS/CFT asociada a estos agujeros negros pueda funcionar. Un proble-
ma todav´ıa sin resolver es encontrar, suponiendo que exista, el dual hologra´fico para la
teor´ıa de cuerdas en el horizonte de estos agujeros negros. De hecho, el contaje inicial
de la entrop´ıa microsco´pica de estos agujeros negros [9] se basa en una descripcio´n
11-dimensional, en teor´ıa M, en la que, al compactificar en el Calabi-Yau, el agujero
negro es una cuerda negra en 5-dimensiones de tal forma que la correspondencia aso-
ciada es AdS3/CFT2. Ma´s aun, recientemente se ha descubierto una conexio´n simple e
inesperada entre la funcio´n de particio´n de estos agujeros negros y la teor´ıa de cuerdas
topolo´gicas en el Calabi-Yau en el punto del atractor. Esta conexio´n fue conjeturada
de forma bastante oscura e imprecisa por Ooguri, Strominger y Vafa (OSV) [10] y, a
pesar del gran caudal de trabajos a los que ha dado lugar, resulta todav´ıa bastante
misteriosa.
Por otro lado las cuerdas topolo´gicas, introducidas por Witten hace ma´s de 15
an˜os [11], no so´lo han conducido a resultados matema´ticos muy interesantes, sino que,
adema´s, han resultado tener aplicaciones f´ısicas ma´s alla´ de las que originalmente mo-
tivaron su construccio´n. Durante este tiempo han sido tambie´n consideradas como
“modelos de juguete” para tratar de entender ciertas propiedades de las teor´ıas de
cuerdas en una versio´n simplificada. De hecho, el mismo Witten [12], en un intento
de abordar el problema de la dependencia en el background en teor´ıa de cuerdas en
esta versio´n simplificada, encontro´ un resultado muy interesante: la dependencia en
el background de las amplitudes de cuerdas topolo´gicas cerradas en el modelo B, que
viene dada por las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa [13, 14], puede interpretarse
simplemente como la variacio´n de una funcio´n de onda en cuantizacio´n geome´trica bajo
un cambio infinitesimal de polarizacio´n. En otras palabras, la funcio´n de particio´n de
cuerdas topolo´gicas Ztop no es realmente una funcio´n, sino una funcio´n de onda en una
representacio´n de estados coherentes dependientes del background. El correspondiente
estado |ψtop〉 del espacio de Hilbert abstracto (independiente de la representacio´n) es,
por tanto, independiente del background. Se trata de un estado concreto de un sistema
cua´ntico con espacio de fases f´ısico dado por H3(M,R), donde M es la variedad Calabi-
Yau donde viven la cuerdas topolo´gicas. Actualmente se piensa que esta interpretacio´n
de Ztop como funcio´n de onda contiene algo profundo acerca de la naturaleza de la
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Figura 0.1: Transicio´n geome´trica de tipo “conifold”. En el lado Mres hay una serie de branas
enrolladas en una 2 esfera no-contractible, rodeadas por una 3-esfera contractible. En el otro lado de
la transicio´n (Mdef) es la 3-esfera la que se hace no-contractible.
teor´ıa de cuerdas y que hasta la fecha no entendemos con claridad.
Adema´s de la interpretacio´n de la funcio´n de particio´n de la cuerda topolo´gica
cerrada como funcio´n de onda, otra leccio´n importante que se ha aprendido acerca
de las cuerdas topolo´gicas es que hay una dualidad de gran N [15, 16], asociada a
cierto tipo de transiciones geome´tricas, que relaciona un background de cuerda abierta
con otro distinto de cuerda cerrada. Las transiciones geome´tricas que aparecen en
estas dualidades son de tipo “conifold” (ve´ase figura 0.1). E´stas recuerdan a la que
se da en la correspondencia AdS/CFT. Por ejemplo, en el caso original AdS5/CFT4,
si consideramos que la teor´ıa gauge N = 4 vive en una S4 no contractible, rodeada
de una S5 contractible, la transicio´n geome´trica hacia el lado AdS5 × S5 hace que la
S5 pase a ser no contractible, mientras que la S4 es ahora la frontera de AdS5 y, por
tanto, es contractible. De hecho ambas son dualidades de “gran N” de ’t Hooft . Es de
gran importancia estudiar a fondo estas dualidades “cuerda topolo´gica abierta/cuerda
cerrada”. E´stas no so´lo nos permiten, entre otras cosas, calcular las amplitudes de la
cuerda topolo´gica cerrada para algunos espacios blanco concretos, sino que adema´s
podr´ıamos considerarlas como un escenario simplificado en el que estudiar algunos
aspectos de AdS/CFT.
La presente tesis es un estudio de la interesante propiedad de las cuerdas topolo´gicas
que hemos mencionado anteriormente que hace que su funcio´n de particio´n sea una
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funcio´n de onda. Este ana´lisis se hace enfocado fundamentalmente en dos aplicaciones:
Por un lado se estudia que´ pueden aportar esta interpretacio´n de Ztop como
funcio´n de onda y la meca´nica cua´ntica de H3 a la conexio´n agujeros negros
Calabi-Yau/cuerdas topolo´gicas de la que habla OSV.
Por otro, se estudia que´ papel juega esta propiedad en un tipo particular de
dualidades de “gran N”: las dualidades de Dijkgraaf-Vafa [17].
El cap´ıtulo 1 es un breve resumen, a modo de introduccio´n, de los fundamentos en los
que se basa la correspondencia agujeros negros/teor´ıa de cuerdas, la idea de ’t Hooft de
dualidad de “gran N” y su realizacio´n expl´ıcita en la correspondencia AdS/CFT . En
el cap´ıtulo 2 se describen los agujeros negros Calabi-Yau como soluciones de la teor´ıa
efectiva de supergravedad cuadridimensional de baja energ´ıa obtenida al compactificar
la teor´ıa de cuerdas tipo II en un Calabi-Yau M y se revisan las condiciones en las
que se presenta el mecanismo del atractor. El cap´ıtulo 3 es, por un lado, una brev´ısima
introduccio´n a las cuerdas topolo´gicas y a la anomal´ıa holomorfa. Por otro, se hace una
revisio´n de la relacio´n entre las amplitudes de esta teor´ıa y las correcciones de Wald a
la entrop´ıa de los agueros negros Calabi-Yau BPS ma´s alla´ del l´ımite termodina´mico
(entrop´ıa de Bekenstein-Hawking-Wald, BHW). Es aqu´ı donde se introduce la conje-
tura OSV. En el cap´ıtulo 4 se desarrolla en detalle la cuantizacio´n de H3(M,R) y su
relacio´n con la teor´ıa de cuerdas topolo´gicas. En particular se analizan en detalle las
distintas polarizaciones en las que se puede representar el estado “cuerda topolo´gi-
ca”, las propiedades que tienen las funciones de onda asociadas en cada polarizacio´n
y el significado mecano-cua´ntico de los cambios de polarizacio´n. En el cap´ıtulo 5 se
analiza la conexio´n agujeros negros Calabi-Yau/cuerdas topolo´gicas desde el punto de
vista de la cuantizacio´n de H3(M,R). Un posible camino para esta conexio´n viene
dado por la relacio´n, propuesta por Ooguri, Vafa y Verlinde [18], entre la funcio´n de
onda “cosmolo´gica” asociada a la geometr´ıa del agujero negro en cuantizacio´n radial
y la cuantizacio´n de H3(M,R). Revisamos esta propuesta a a luz de los resultados
del cap´ıtulo 4. Pero el camino que analizamos en detalle es otro bien distinto. E´ste
consiste, en cambio, en relacionar la entrop´ıa del agujero negro, via su dependencia
en las energ´ıas libres de la cuerda topolo´gica, con objetos de la meca´nica cua´ntica de
H3(M,R). En particular, mediante la definicio´n de un mapa entre los agujeros negros
y ciertos estados coherentes generalizados de la cuantizacio´n de H3(M,R), veremos
que se puede representar la entrop´ıa de BHW y la conjetura OSV en te´rminos de una
funcio´n de distribucio´n cua´ntica de tipo Husimi/anti-Husimi mixta. Esto da lugar a
que se pueda analizar el significado de las correcciones a la entrop´ıa desde el punto de
vista de la cuantizacio´n de H3(M,R). En el cap´ıtulo 6 aplicamos todo el ana´lisis real-
izado en el cap´ıtulo 4 para estudiar la dualidad de Dijkgraaf-Vafa. El estudio se centra
en interpretar mecano-cua´nticamente la relacio´n entre las energ´ıas libres, holomorfas,
de las cuerdas abiertas en el lado “abierto” de la dualidad y las energ´ıas libres, no
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holomorfas, correspondientes al lado cerrado. Esto lleva a una imagen en la que ambos
lados de la dualidad no son ma´s que disitintas representaciones mecano-cua´nticas de
un mismo estado independiente del background, y en la que la trasicio´n geome´trica
de tipo “conifold” es el cambio de polarizacio´n que lleva de una representacio´n a otra.
Las principales conclusiones del presente trabajo se resumen en el cap´ıtulo “Conclu-
siones”. Por u´ltimo, se ha incluido para facilitar la lectura de los cap´ıtulos 4 y 5 un
breve ape´ndice (ape´ndice A) sobre los estados coherentes generalizados y las funciones
de distribucio´n cua´nticas que se han utilizado. La u´ltima seccio´n del cap´ıtulo 6 enlaza
con un trabajo realizado con anterioridad sobre la geometr´ıa cua´ntica de las teor´ıas de
cuerdas minimales [19, 22]. Por este motivo resumimos brevemente parte de este tra-
bajo en el ape´ndice B. El contenido de los distintos cap´ıtulos de esta tesis esta´ basado
fundamentalmente en los trabajos [20] y [21].
XII Introduccio´n
Cap´ıtulo 1
Agujeros negros en teor´ıa de
cuerdas y dualidades de “gran N”
En este cap´ıtulo introducimos brevemente las ideas y las motivaciones f´ısicas que
contextualizan el presente trabajo. En la seccio´n 1.1 se introducen algunos aspectos
ba´sicos de la teor´ıa de cuerdas. Nos centramos fundamentalmente en la “esquina per-
turbativa” IIB, ya que es en esta descripcio´n en la que hemos trabajado fundamental-
mente en esta tesis. A continuacio´n, en la seccio´n 1.2 introducimos la idea fundamental
que hay detra´s de la correspondencia agujeros negros/cuerdas. En la seccio´n 1.3 recor-
damos la idea de ’t Hooft de asociar, a una teor´ıa gauge dada, una teor´ıa de cuerdas
cuya expansio´n en ge´nero coincida con la expansio´n de “gran N” de la teor´ıa gauge.
Esta idea ha podido ser realizada expl´ıcitamente en el contexto de la teor´ıa de super-
cuerdas en la correspondencia AdS/CFT, que introducimos brevemente en la seccio´n
1.4.
1.1. Supercuerdas tipo IIB
La formulacio´n perturbativa de las teor´ıas de supercuerdas [23] esta´ basada en
una teor´ıa cua´ntica de campos en una superficie bidimensional Σ, denominada hoja de
mundo. Esta teor´ıa bidimensional tiene unos campos boso´nicosXM , conM = 0, 1, ..., 9,
que se corresponden con las coordenadas de un espacio blanco de 9+1 dimensiones.
Por tanto, durante su evolucio´n, la cuerda describe en el espacio-tiempo una superficie
bidimensional XM(σ, τ), con σ ≡ σ+2pi. Esto hace que esta teor´ıa pueda interpretarse
a la vez como una meca´nica cua´ntica de cuerdas cerradas relativistas orientadas que se
mueven en el espacio blanco. As´ı, por ejemplo, en el caso de la amplitud vac´ıo-vac´ıo, la
hoja de mundo es una superficie de Riemann cerrada, caracterizada topolo´gicamente
por su ge´nero g.
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En el caso de las supercuerdas tipo II en el formalismo NSR los campos boso´nicos
XM vienen acompan˜ados de sus correspondientes supercompan˜eros fermio´nicos. Dado
que la cuerda es cerrada, los campos XM tienen condiciones periodicas en los extremos
del segmento σ ∈ [0, 2pi]. En cambio, los fermiones pueden tener condiciones de frontera
tanto perio´dicas (R) como antiperio´dicas (NS), independientes, adema´s, en los modos
que se propagan a la izquierda y a la derecha. Si la me´trica del espacio-tiempo en el que
se propaga la cuerda es la me´trica de Minkowski ηMN , la parte boso´nica de la accio´n
de la teor´ıa en la hoja de mundo es
S = − 1
4piα′
∫
Σ
dτdσ
√
h
[
hab∂aX
M∂bXM
]
(1.1)
donde α′ := l2s es el cuadrado de la longitud caracter´ıstica de la cuerda y hab es la me´trica
en Σ. La cuantizacio´n de esta teor´ıa da lugar a distintos estados que se corresponden
con distintos modos de “vibracio´n” de la cuerda, caracterizados por un nu´mero de
oscilacio´n N . La idea es que las distintas part´ıculas que, se espera, esta´n presentes en
la naturaleza, incluido el gravito´n, no son ma´s que estos diferentes modos de vibracio´n
del mismo objeto fundamental: la cuerda. En el caso de la teor´ıa de cuerdas tipo IIB
los estados de energ´ıa ma´s pequen˜a del espectro corresponden a part´ıculas de masa
nula y son:
En el sector NS-NS, un estado de esp´ın 2 que se identifica con el gravito´n, un
estado que corresponde a las excitaciones de una 2-forma potencial gauge B2 y un
estado que corresponde con las excitaciones de un campo escalar φ, denominado
dilato´n.
En el sector NS-R, un gravitino de esp´ın 3/2 y un dilatino de esp´ın 1/2 de
quiralidades opuestas. En el R-NS, estados similares con la misma quiralidad que
los anteriores.
En el sector R-R, estados que se corresponden con las excitaciones de las p-formas
Cp con p = 0, 2, 4. Escribimos sus correspondientes (p+1)-formas “field strength”
como Fp+1 := Cp.
El restos de estados poseen masas al cuadrado que son mu´ltiplos cada vez mayores de
1/α′ y forman una torre supuestamente (en esta descripcio´n perturbativa) infinita.
Dado el espectro de masa nula de esta teor´ıa, las cantidades de intere´s son las
amplitudes de procesos de interaccio´n entre estos modos de oscilacio´n de la cuerda.
Como es de esperar, estas amplitudes son funciones de correlacio´n cua´nticas de los
operadores ve´rtice asociados a los distintos estados, pero con un elemento ma´s: la
suma sobre las distintas topolog´ıas de la hoja de mundo, es decir, una suma en ge´nero
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Figura 1.1.1: Las amplitudes en teor´ıa de cuerdas incluyen una suma sobre todos los posibles
ge´neros de la hoja de mundo.
(ve´ase figura 1.1.1), de forma que
amplitud =
∞∑
g=0
∫
[DX]OAOBOCODeiS (1.2)
Una propiedad fundamental de la teor´ıa de cuerdas es que estas amplitudes son finitas
en cada orden en g y son invariantes ante difeomorfismos del espacio-tiempo. Se trata,
por tanto, de una descripcio´n de la interaccio´n gravitatoria consistente a nivel cua´ntico.
De hecho, es posible definir una accio´n en el espacio-tiempo correspondiente a una teor´ıa
de campos efectiva cuyas excitaciones corresponden a los estados sin masa de la cuerda
y cuyas amplitudes a nivel a´rbol reproducen las amplitudes de la teor´ıa de cuerdas
en el l´ımite de baja energ´ıa E  1/ls en el que la cuerda se reduce a una part´ıcula
puntual. La teor´ıa efectiva de baja energ´ıa correspondiente a la teor´ıa de cuerdas tipo
IIB es una teor´ıa de supergravedad d = 10 N = 2 (16 supersimetr´ıas) quiral que se
denomina “teor´ıa de supergravedad tipo IIB”. Puede verse que el valor de la longitud
de Planck de esta teor´ıa var´ıa si cambiamos el valor esperado en el vac´ıo del dilato´n
< φ >= φ0. De aqu´ı se observa que la cantidad que actu´a como constante de acoplo de
la cuerda en el espacio-tiempo es gs = e
φ0 , de forma que la expansio´n en ge´nero es a
la vez una expansio´n en potencias de gs, pudie´ndose escribir por ejemplo, la amplitud
vac´ıo-vac´ıo de la forma
F cuerda =
∞∑
g=0
(gs)
2g−2F cuerdag (1.3)
Aunque no se conoce de forma exacta co´mo debe modificarse la teor´ıa en la hoja
de mundo para describir la propagacio´n de la cuerda en un background general en el
que todos los campos de las teor´ıa efectiva de baja energ´ıa son no triviales, s´ı que se
sabe como hacer esto en presencia de un background no trivial de campos NSNS:
4 Agujeros negros en teor´ıa de cuerdas y dualidades de “gran N”
Para una me´trica del espacio blanco no trivial, sustituir ηMN por el funcional
GMN(X
R(σ, τ)).
Para un background no trivial de 2-forma RR B2, an˜adir el te´rmino
1
4piα′
∫
Σ
B2 (1.4)
que implica que la cuerda se comporta como un objeto cargado ele´ctricamente
respecto de B2.
Para un dilato´n φ no trivial, an˜adir el te´rmino de Einstein
1
4pi
∫
Σ
dτdσ
√
hR[h]φ (1.5)
que, para φ =< φ >, y al ser la teor´ıa bidimensional, es igual a < φ > ξ, con
ξ = 2−2g el nu´mero de Euler de la hoja de mundo. No´tese que, si se considera el
efecto que tiene este te´rmino sobre la amplitud vac´ıo-vac´ıo, se obtiene la expansio´n
(1.3).
Esta prescripcio´n satisface el criterio de que, para backgrounds que sean una pequen˜a
perturbacio´n del trivial, las amplitudes que se obtienen corresponden a una resumacio´n
de una expansio´n en amplitudes de la teor´ıa sobre el background trivial con inserciones
de los operadores ve´rtice correspondientes. No´tese que, en general, en un background
con me´trica no trivial la teor´ıa de la hoja de mundo se convierte en una teor´ıa con
interacciones no triviales (modelo sigma no lineal) que no se sabe resolver de forma
exacta salvo en algunos casos concretos. Es necesario, por tanto, estudiarla en teor´ıa de
perturbaciones, siendo el para´metro de expansio´n adimensional que pondera los efectos
cua´nticos la cantidad α
′
L2
, donde L es la longitud caracter´ıstica del espacio blanco. Esta
es la denominada expansio´n en α′. La condicio´n de que esta teor´ıa sea consistente a nivel
cua´ntico implica que los campos de background tienen que obedecer unas ecuaciones
diferenciales concretas que, a primer orden en α′, no son ma´s que las ecuaciones que
se deducen de la accio´n efectiva de supergravedad.
Por otro lado, las p-branas Dirichlet o, Dp-branas, son objetos no-perturbativos de
la teor´ıa que se definen como subvariedades del espacio-tiempo de p+1 dimensiones, de
forma que en su presencia la teor´ıa contiene tambie´n cuerdas abiertas cuyos extremos
esta´n anclados en estos objetos [24]. Para estas cuerdas abiertas la hoja de mundo
correspondiente a la amplitud vac´ıo-vac´ıo es, por tanto, una superficie de Riemann
Σg,h con un nu´mero h de fronteras. El nombre de Dp-brana viene del hecho de que
los campos X i correspondientes a las direcciones transversales al volumen de mundo
(p+ 1)-dimensional de las Dp-branas tienen asociadas condiciones de frontera de tipo
Dirichlet. Estas condiciones de frontera implican relaciones entre las supercargas del
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espacio-tiempo, de tal manera que una Dp-brana plana en el espacio de Minkowski de
10 dimensiones rompe la mitad de las supersimetr´ıas, es decir, 16 de las 32 totales.
Las excitaciones de las cuerdas abiertas hacen que las Dp-branas sean objetos
dina´micos de la teor´ıa, dina´mica que no esta´ desacoplada del sector cerrado, ya que
cuerdas abiertas pueden dar lugar a cerradas si unen sus extremos, pudie´ndose dar
tambie´n el proceso inverso. En particular las excitaciones no masivas de las cuerdas
abiertas no cambian la energ´ıa de la Dp-brana y pueden considerarse como coorde-
nadas colectivas de la brana. Esta espectro no masivo esta´ compuesto por estados que
corresponden a las excitaciones de un campo vectorial Aα, 9 − p escalares reales Φi
y 16 fermiones. Juntos constituyen el supermultiplete vector de una teor´ıa gauge de
grupo U(1) con 16 supercargas y p + 1 dimensiones. Al igual que en el sector cer-
rado, es posible obtener una accio´n efectiva que gobierna la dina´mica a baja energ´ıa
de estas excitaciones no masivas de la Dp-brana [26, 27]. Los 9 − p escalares de esta
teor´ıa efectiva son los bosones de Goldstone asociados a las simetr´ıas traslacionales del
espacio-tiempo que rompe la Dp-brana. Sus valores esperados en el vac´ıo describen,
por tanto, la localizacio´n del hiperplano en el espacio transverso. En cambio, los 16
fermiones del espectro no masivo pueden considerarse como los Goldstinos asociados a
las 16 supersimetr´ıas rotas por la Dp-brana. Del hecho de que las Dp-branas han de
acoplarse al sector cerrado de la teor´ıa tipo IIB de forma consistente se obtiene que
e´stas son los objetos fundamentales de la teor´ıa cargados ele´ctricamente bajo Cp+1 (y
magne´ticamente bajo la forma dual C7−p) y que so´lo existen las de p impar.
Consideremos una configuracio´n dada por 2 Dp-branas planas paralelas. Si se cal-
cula la amplitud de vac´ıo a un lazo para las cuerdas abiertas ancladas entre las dos
branas el resultado es ide´nticamente cero. Esto se debe a la propiedad de las branas de
ser BPS y de que ambas, al ser paralelas, preservan las mismas supersimetr´ıas. Pero
esta cancelacio´n tambie´n puede entenderse haciendo uso de la denominada “dualidad
cuerdas abiertas/cuerdas cerradas” (ve´ase figura 1.1.3) mediante la cua´l la amplitud
de vac´ıo de cuerda abierta a un lazo puede entenderse como la correspondiente a nivel
a´rbol de un proceso de intercambio de cuerdas cerradas entre las dos branas. El hecho
de que se anule se entiende entonces como una cancelacio´n de la fuerza atractiva debido
al intercambio de campos NSNS (como el gravito´n) y la repulsiva debido al intercambio
de los campos RR bajo los que esta´n cargadas ele´ctricamente las branas. Es posible,
por tanto, tener en equilibrio esta´tico varias Dp-branas paralelas. En este caso hay
que tener en cuenta, adema´s de las cuerdas abiertas cuyos extremos terminan en al
misma brana, las cuerdas que vayan de una brana a otra. Todas estas posibilidades se
traducen en que hay N 2, donde N es el nu´mero de branas, sectores de cuerda abierta,
de forma que cada estado tiene asociada una matriz N × N de Chan-Paton . Puede
verse entonces que el espectro no masivo es el mismo que el de una sola Dp-brana, pero
con el grupo gauge aumentado a U(N): los campos Aa y Φ
i son ahora matrices N ×N
correspondientes a la representacio´n adjunta de U(N).
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Figura 1.1.2: La amplitud de vac´ıo de cuerda abierta a un loop puede entenderse como la
correspondiente a nivel a´rbol de un proceso de intercambio de cuerdas cerradas entre dos branas.
1.2. La correspondencia agujeros negros/cuerdas
Ya hemos mencionado en la introduccio´n que la teor´ıa de cuerdas proporciona un
marco interesant´ısimo para el estudio del problema de la entrop´ıa de los agujeros negros.
Este problema surge como consecuencia del estudio semicla´sico de los agujeros negros,
que pone de manifiesto que son sistemas termodina´micos con una entrop´ıa
S =
A
4GN
(1.6)
siendo A el a´rea del horizonte y GN la constante de Newton, y que las leyes cla´sicas
que obedecen, que se deducen de las ecuaciones cla´sicas de la relatividad general, son
leyes termodina´micas. Pero la descripcio´n termodina´mica de un sistema f´ısico, que se
lleva a cabo mediante el uso de un nu´mero muy reducido de para´metros, es considerada
tradicionalmente una descripcio´n “burda”, que no tiene en cuenta todos los grados de
libertad del sistema, y que surge como consecuencia de que no se tiene acceso experi-
mental a todos esos grados de libertad y de que el tratamiento riguroso, microsco´pico,
es imposible de realizar si el nu´mero de grados de libertad del sistema es muy grande.
La meca´nica estad´ıstica cua´ntica realiza la conexio´n entre la descripcio´n microsco´pica
y la macrosco´pica mediante el uso de colectivos de Gibbs [28], que son conjuntos de
estados microsco´picos compatibles con una serie de condiciones macrosco´picas externas
impuestas al sistema, cada uno de ellos con una probabilidad de representar el estado
del sistema. El concepto de entrop´ıa aparece entonces asociado a todo el colectivo, y no
a cada microestado concreto. Por ejemplo, el colectivo microcano´nico, para sistemas
aislados en equilibrio, esta´ formado por los ω estados cua´nticos independientes que
tienen una energ´ıa dada y son compatibles con el resto de para´metros externos, todos
ellos con la misma probabilidad de representar al sistema (postulado de igualdad de
probabilidades a priori). La conexio´n con la f´ısica macrosco´pica se lleva a cabo mediante
la asignacio´n
S = logω (1.7)
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En el caso de los agujeros negros no sabemos cua´les son los microestados accesibles que
dan lugar a la entrop´ıa (1.6).
La idea de construir modelos microsco´picos mecano-cua´nticos mediante cuerdas que
resuelvan este problema viene de la sugerencia de Susskind [29] de que debe haber algu-
na correspondencia entre agujeros negros y estados en teor´ıa de cuerdas. El argumento
en el que se basa esta sugerencia es el siguiente. Supongamos una cuerda en un estado
altamente excitado. Si hacemos aumentar gs, G
Naumenta. Entonces la atraccio´n grav-
itacional entre las distintas partes de la cuerda hace que su longitud decrezca. Adema´s,
por otro lado, el radio gravitatorio caracter´ıstico de esa masa aumenta, con lo que la
cuerda en algu´n momento debe formar un agujero negro. Si, por el contrario, tenemos
un agujero negro de masa M  Mp, con Mp la masa de Planck de la teor´ıa efectiva
de supergravedad, y hacemos disminuir gs, Mp aumentara´, de forma que llegara´ un
momento en el que M ∼ Mp. La curvatura en el horizonte se hace del orden de la
escala de Planck, con lo que ya no podemos decir que tenemos un agujero negro, pero
podemos proponer que, de nuevo, la configuracio´n puede ser descrita por estados de
cuerda. La conexio´n entre la teor´ıa de cuerdas y la f´ısica de agujeros negros es, por
tanto, la siguiente: la descripcio´n cuerdosa constituye la descripcio´n microsco´pica del
sistema; su tratamiento estad´ıstico y la prolongacio´n a gs mayor da lugar a la descrip-
cio´n del sistema como solucio´n cla´sica gravitatoria, que juega el papel de descripcio´n
macrosco´pica.
A primera vista parece que no es posible tal correspondencia, ya que la entrop´ıa
de los agujeros negros y la de un sistema de muchos grados de libertad en teor´ıa de
cuerdas tienen distinta dependencia respecto de la masa del sistema. Consideremos,
por ejemplo, un agujero negro de Schwarzschild de masa MBH en (3 + 1)d. El radio
del horizonte es rH ∼ GN4 MBH , con lo que la entrop´ıa SBH ∼ A4GN4 ∼ G
N
4 M
2
BH crece
con el cuadrado de la masa. En cambio, supongamos ahora una cuerda excitada de
masa similar a la del agujero negro anterior. Entonces Mstring ∼
√
N
ls
, con N el nu´mero
de excitacio´n de osciladores que suponemos grande para que Mstring ∼ MBH  Mp =(
GN4
)− 1
2 . Hay muchos estados de la cuerda con el mismo nu´mero de oscilacio´n N , y, por
tanto, representando el mismo estado macrosco´pico caracterizado por la masa Mstring.
Para N grande, el nu´mero de estos estados es ω ∼ e
√
N . La meca´nica estad´ıstica cua´nti-
ca nos dice que la conexio´n entre las dos descripciones, macrosco´pica y microsco´pica,
la da la relacio´n: Sstring = logω ∼
√
N , con lo que Sstring ∼ lsMstring crece proporcional
a la masa. Aparentemente, la teor´ıa de cuerdas no da el orden de magnitud de estados
microsco´picos compatibles suficiente para una interpretacio´n estad´ıstica de la entrop´ıa
de los agujeros negros.
La solucio´n a esta aparente contradiccio´n [2] se debe a que, a medida que gs var´ıa,
la masa de la cuerda se mantiene constante en el sistema de unidades de la cuerda,
mientras que la masa del agujero negro es constante en el sistema de unidades de
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Planck y ya hemos sen˜alado que la relacio´n entre ambos sistemas depende de gs. Pero
la transicio´n de la cuerda a agujero negro ocurre a un valor concreto de gs, aquel en el
que el radio del horizonte rH ∼ ls. Como rH ∼ GN4 MBH ∝ g2s l2sMBH , si suponemos que
en la transicio´n la masa no cambia (MBH = Mstring = M), entonces rH ∝ g2s l2sMstring ∼
g2s ls
√
N . La transicio´n ocurre, por tanto, en
gs ∼ N− 14 (1.8)
A este valor de gs, tenemos:
SBH ∼ GN4 M2 ∼ g2s l2sM2 ∼ N−
1
2N ∼
√
N ∼ Sstring (1.9)
con lo que las entrop´ıas son comparables. La cuerda tiene suficientes estados para
reproducir la entrop´ıa de los agujeros negros.
Invirtamos ahora el razonamiento. Si suponemos que a la gs de transicio´n los estados
de la cuerda son los estados microsco´picos que dan la entrop´ıa del agujero negro
Sstring = SBH (1.10)
entonces se obtiene que Mstring ∼ MBH , es decir, la masa no cambia en la transicio´n,
salvo como mucho en un factor del orden de la unidad. Podemos as´ı enunciar el principio
de correspondencia:
1. Cuando en un agujero negro la distancia caracter´ıstica de los invariantes de cur-
vatura se hace ma´s pequen˜a que ls, podemos describir e´ste mediante una config-
uracio´n de teor´ıa de cuerdas, con las mismas cargas y momento angular.
2. La masa en esta transicio´n cambia en, como mucho, un factor del orden de la
unidad.
El principio de correspondencia proporciona una interpretacio´n estad´ıstica de la en-
trop´ıa de los agujeros negros y, en principio, puede aplicarse a cualquier agujero negro.
No obstante, se tiene la dificultad de co´mo controlar el proceso de disminucio´n de gs de
forma que se pueda hacer una comparacio´n exacta de los coeficientes del orden de la
unidad que intervienen en la correspondencia. Afortunadamente, el control es mayor en
una clase especial de agujeros negros: aquellas soluciones de supergravedad que son in-
variantes ante alguna transformacio´n de supersimetr´ıa. Al ser BPS, tenemos la garant´ıa
de que estas configuraciones existen en la teor´ıa completa (a todos los o´rdenes en α′).
Esta propiedad de ser BPS no cambia al disminuir gs y, adema´s, conocemos la depen-
dencia de las propiedades de estas configuraciones (masa, carga, etc...) con gs, relacio´n
que no sufre ninguna correcio´n en α′. A ambos lados del punto de correspondencia
la masa esta´ completamente determinada por las cargas, con lo que Mstring = MBH
y el nu´mero de estados microsco´picos BPS con esas cargas por debajo del punto de
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correspondencia ha de ser el mismo que el nu´mero de estados por encima del punto de
correspondencia [30]. Por ello, en principio uno puede calcular exactamente la entrop´ıa
de un agujero negro supersime´trico con unas cargas determinadas contando el nu´mero
de estados BPS a acoplo de´bil con esas cargas. So´lo necesitamos configuraciones super-
sime´tricas de cuerdas a gs pequen˜o que, sepamos, tengan asocidas soluciones de tipo
agujero negro a gs mayor.
Ya hemos visto en la seccio´n anterior que las Dp-branas son objetos que preservan
ciertas supersimetr´ıas y que perturbativamente pueden ser descritos mediante cuedas
abiertas ancladas en ellas. Pero, como se ha indicado en la seccio´n anterior, debido a
la dualidad “cuerdas abiertas/cuerdas cerradas”, tenemos tambie´n una descripcio´n de
las Dp-branas en te´rminos de cuerdas ceradas, de forma que e´stas, como fuentes del
gravito´n, del dilato´n y de los campos RR, aparecen desde el punto de vista de la teor´ıa
efectiva de supergravedad de baja energ´ıa como soluciones cla´sicas asinto´ticamente
planas, denominadas p-branas, cargadas respecto de los campos RR correspondientes.
Estas soluciones de supergravedad son va´lidas en aquellos puntos en los que se verifica
que la longitud caracter´ıstica de curvatura es mucho mayor que ls y que el acoplo efec-
tivo de la cuerda es pequen˜o. Dado que todas estas soluciones presentan un horizonte,
que es singular para p 6= 3, estas condiciones se cumplen, para p 6= 3, a partir de cierta
distancia del horizonte dependiendo de los valores que tomen gs y N . Si se quiere que
este rango sea lo ma´s amplio posible hay que imponer
Ngs  1
gs < 1 (1.11)
lo que implica, forzosamente, gran N . En el caso de la D3-brana la solucio´n es va´lida,
incluso en el horizonte, si se imponen las condiciones (1.11). Por otro lado, debido a
que N es grande, la descripcio´n microsco´pica, dada por cuerdas abiertas ancladas en
las N Dp-branas, es va´lida para
1 Ngs  gs (1.12)
En conclusio´n, la solucio´n de supergravedad constituye la descripcio´n macrosco´pica,
va´lida para 1 > gs  1/N , y e´sta es complementaria a la descripcio´n microsco´pica.
La idea consiste, por tanto, en trabajar con compactificaciones de la teor´ıa de cuer-
das y buscar configuraciones supersime´tricas de branas enrolladas en ciclos compactos
de la varidad interna que tengan asociadas soluciones efectivas de tipo agujero negro,
con horizonte de a´rea no nula. Es entonces cuando puede hacerse una comparacio´n di-
recta entre la entrop´ıa de la solucio´n de supergravedad calculada mediante la ec. (1.6)
y la que se obtiene de un tratamiento estad´ıstico de las excitaciones no masivas (ya que
la tensio´n de la brana esta´ fijada macrosco´picamente) de las cuerdas abiertas ancladas
correspondientes a la descripcio´n microsco´pica1. Desde la primera vez que se llevo´ a
1Es importante notar que la conexio´n entre las descripciones macrosco´picas y microsco´picas tienen
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cabo una comparacio´n de este tipo [3] se ha realizado un trabajo extenso encontra´ndose
un acuerdo total, en el l´ımite termodina´mico, entre los resultados macrosco´pico y mi-
crosco´pico2. Es ma´s, se han obtenido resultados positivos para algunos agujeros no
supersime´tricos que constituyen pequen˜as desviaciones del cara´cter BPS, no so´lo en
el ca´lculo de la entrop´ıa, sino en el de la radiacio´n de Hawking, entendido este u´lti-
mo proceso microsco´picamente como un proceso de emisio´n por las branas, en el que
las cuerdas abiertas se unen para formar cuerdas cerradas que se propagan hacia el
exterior.
1.3. Dualidades de “gran N” de ’t Hooft
La expansio´n de ´t Hooft [1] de gran N es un ana´lisis perturbativo particular que
puede hacerse en teor´ıas con una simetr´ıa gauge, por ejemplo U(N), en la que se hace
una expansio´n de la energ´ıa libre y los observables f´ısicos en serie de potencias de 1/N .
No´tese en primer lugar que, mientras que los diagramas de Feynmann esta´ndar
son adecuados para el ca´lculo de los coeficientes de una expansio´n en potencias del
acoplo de Yang-Mills
∑
an(g
2
YM)
n, no lo son si lo que se pretende es una expansio´n en
potencias de 1/N . La dependencia de e´stos con N viene de los factores de grupo, con lo
que cada diagrama de Feynmann individual da lugar a un polinomio en N que contiene
distintas potencias. Es necesario, por tanto, separar cada diagrama de Feynmann en
piezas diferentes, cada una con una potencia de N bien definida. El caso en el que
la simetr´ıa gauge es U(N), lo que tenemos son matrices M ji N × N hermı´ticas que
transforman en la adjunta. Distingamos las componentes complejas i > j y las reales
i = j. Si denotamos los ı´ndices superiores con una flecha hacia atra´s y los inferiores
con una flecha hacia delante, el propagador se escribe entonces mediante una doble
l´ınea, con estructura de grupo g2YMδ
l
iδ
j
k. Por otro lado los ve´rtices en los diagramas
de Feynmann so´lo dependen de los ı´ndices i,j mediante deltas de Kronecker δji . Esto
tiene como consecuencia que la orientacio´n de las l´ıneas se preserve en los ve´rtices. Es,
por tanto, coherente escribir los diagramas con una notacio´n de doble l´ınea. De esta
forma conseguimos que el nu´mero N entre so´lo en la expresio´n de las amplitudes en
los lazos de los ı´ndices, que dan factores
∑
i δ
i
i = N . Por consiguiente, cada uno de
estos diagramas de doble l´ınea, que se denominan “diagramas gordos” (“fat graphs”,
o “ribbon graphs”), tiene una potencia bien definida de N y g2YM . Es claro que cada
diagrama de Feynmann puede dar lugar a distintos “diagramas gordos”, cada uno
de ellos con una potencia de N distinta, con lo que hemos conseguido la separacio´n
deseada.
que hacerse en el l´ımite termodina´mico, en el que los grados de libertad microsco´picos se hacen tender
a infinito manteniendo reescaladas las distintas magnitudes extensivas.
2Ve´ase, por ejemplo, las revisiones [32].
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Figura 1.3.1: Ejemplo de “diagrama gordo” con g = 1 y h = 2.
Es posible organizar el ca´lculo de las distintas cantidades de la teor´ıa en funcio´n de
estos “diagramas gordos”. Centre´monos en concreto en aquellos que son conexos, que
son los que corresponden a la amplitud vac´ıo-vac´ıo. Cada uno de ellos esta´ caracterizado
topolo´gicamente por
1. El nu´mero E de propagadores. Cada uno de ellos contribuye como g2YM .
2. El nu´mero V de ve´rtices. Cada uno de ellos, sea de tres o de cuatro patas con-
tribuye como (g2YM)
−1
.
3. El nu´mero h de lazos. Hemos visto que cada uno contribuye como N .
Por tanto, cada “diagrama gordo” es proporcional a(
g2YM
)E−V
Nh (1.13)
La idea de ´t Hooft es considerar los “diagramas gordos” como superficies de Riemann
con h agujeros, en los que cada lazo represente la frontera de un agujero (ve´ase figura
1.3.1). El ge´nero g de la superficie viene dado por la relacio´n topolo´gica
2g − 2 = E − V − h (1.14)
con lo que cada “diagrama gordo” es proporcional a(
g2YM
)2g−2+h
Nh =
(
g2YM
)2g−2
th (1.15)
donde hemos introducido el para´metro de ´t Hooft t = Ng2YM En conclusio´n, la energ´ıa
libre F de la teor´ıa, que se obtiene al sumar todos los “diagramas gordos” conectados,
tiene la siguiente expansio´n perturbativa de ´t Hooft
F =
∞∑
g=0
∞∑
h=1
Fg,h
(
g2YM
)2g−2
th =
∞∑
g=0
∞∑
h=1
Fg,hN
2−2gt2g−2+h (1.16)
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donde las cantidades Fg,h son funciones de todos los para´metros que definen la teor´ıa
menos de gYM y de N , y pueden calcularse mediante las reglas habituales de la teor´ıa
de perturbaciones.
Consideremos ahora el l´ımite gYM → 0, N →∞, con t fijo. En este l´ımite es claro
que so´lo sobreviven los “diagramas gordos” que tienen g = 0, es decir, los que se pueden
dibujar sobre una superficie que tenga la topolog´ıa de una esfera. Se denominan diagra-
mas planares, y son proporcionales a N 2. Los diagramas no planares dan correcciones
de orden 1, 1/N 2, etc... Vemos, por tanto, que en el re´gimen en el que es va´lida la
expansio´n de “gran N”, con un t dado fijo, parece haber una descripcio´n equivalente
de la teor´ıa gauge en te´rminos de superficies de Riemann cerradas que pueden obten-
erse a partir de los “diagramas gordos” llenando los agujeros. Pero estas superficies de
Riemann cerradas recuerdan bastante a la hoja de mundo de las cuerdas cerradas. El
parecido se hace manifiesto si tenemos en cuenta lo siguiente. Cada contribucio´n a una
potencia dada de N viene dada por una serie infinita donde la suma se realiza sobre
todos los posibles nu´meros h de agujeros, pesados por th. Si pudie´ramos sumar esta
expansio´n, podr´ıamos introducir la funcio´n
Fg(t) =
∞∑
h=1
Fg,ht
h (1.17)
y la energ´ıa libre podr´ıa escribirse como
F =
∞∑
g=0
(
g2YM
)2g−2
Fg(t) (1.18)
expresio´n ide´ntica a la expansio´n de la amplitud vac´ıo-vac´ıo (1.3) de una teor´ıa de
cuerdas cerradas donde g2YM juega el papel de la constante de acoplo de la cuerda y t
es algu´n para´metro de background de la teor´ıa de cuerdas. Esto lleva a la idea de ´t
Hooft de que, dada una teor´ıa gauge, uno deber´ıa poder encontrar una interpretacio´n
de e´sta en te´rminos de una teor´ıa de cuerdas en el sentido de que la expansio´n con
respecto a t esta´ resumada para dar la amplitud de cuerda cerrada Fg(t) (ver figura
1.3.2). El sector planar de la teor´ıa gauge corresponde al nivel a´rbol de la teor´ıa de
cuerdas.
1.4. La correspondencia AdS/CFT
Un ejemplo concreto de dualidad de “gran N” es la correspondencia AdS/CFT.
Consideremos, en el contexto de la teor´ıa de supercuerdas tipo IIB, un sistema formado
por N D3-branas planas paralelas situadas muy cerca unas de otras en el espacio de
Minkowski de 10 dimensiones. Supongamos que N es grande para poder disponer tanto
de la descripcio´n macrosco´pica (solucio´n de supergravedad) como de la microsco´pica
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Figura 1.3.2: La amplitud de cuerda cerrada a ge´nero 1 interpretada como el resultado de la suma∑∞
h=1 F1,ht
h.
(cuerdas abiertas y cerradas). Comencemos por esta u´ltima, que, como se ha indicado
en la seccio´n 1.2, es va´lida para
1 Ngs  gs (1.19)
y en ella la teor´ıa contiene dos tipos de excitaciones perturbativas: por un lado, cuerdas
cerradas movie´ndose por todo el espacio-tiempo y, por otro, cuerdas abiertas ancladas
en las branas. Tomemos el siguiente l´ımite [4], denominado l´ımite de Maldacena
α′ → 0 (1.20)
g2YM := 4pigs fijo (1.21)
U :=
r
α′
fijo (1.22)
E := energ´ıa de las excitaciones fija (1.23)
donde r denota la distancia a las branas en el espacio transverso. Claramente, este
l´ımite puede tomarse sin alterar al condicio´n (1.19), con lo que es compatible aplicarlo
a la descripcio´n microsco´pica. Se trata de un
l´ımite de baja energ´ıa, pues las condiciones (1.20) y (1.23) implican que los u´nicos
modos que no desacoplan son los no masivos, que pueden considerarse como
excitaciones de los campos de la teor´ıa efectiva.
l´ımite de teor´ıa gauge, ya que la f´ısica del sector abierto se reduce a la de la teor´ıa
gauge N = 4 d = 4 Super Yang-Mills en el que el acoplo gYM se mantiene fijo
(1.21) y las excitaciones y los valores esperados en el vac´ıo de los campos < Φi >
son de valor finito (1.22).
l´ımite de cerca del horizonte, ya que de las condiciones (1.22) y (1.20) tenemos
r  ls, es decir, que al tomar este l´ımite estamos situa´ndonos a distancias muy
cercanas al horizonte de la solucio´n de supergravedad asociada.
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l´ımite de desacoplo. En este l´ımite la f´ısica supergravitosa que viene del sector
cerrado se hace libre y se desacopla totalmente de la f´ısica gauge que viene del
sector abierto.
El resultado consiste, por tanto, en dos sectores totalmente desacoplados: por un lado,
campos libres de supergravedad tipo IIB propaga´ndose por todo el espacio de Minkows-
ki de 10 dimensiones, y, por otro, la teor´ıa gauge N = 4 d = 4 Super Yang-Mills con
grupo gauge U(N) en el volumen de mundo de la brana.
Aumentemos ahora gs, pasando por el punto de correspondencia, hasta llegar a la
zona en la que se verifica que
Ngs  1
gs < 1 (1.24)
y, por tanto, es va´lida la descripcio´n macrosco´pica. En esta descripcio´n no hay cuerdas
abiertas y las cuerdas cerradas se propagan por el background no plano dado por la
solucio´n de supergravedad
ds2 = h3(r)
−1/2 ηαβdxαdxβ + h3(r)1/2
(
dr2 + r2dΩ25
)
φ = φ0
F5 = dh3(r)
−1 ∧ dx0 ∧ ... ∧ dx3 + ?(dh3(r)−1 ∧ dx0 ∧ ... ∧ dx3) (1.25)
donde
h3(r) = 1 +
R4
r4
(1.26)
siendo R4 = 4pigsNl
4
s . Podemos tomar el l´ımite de Maldacena tambie´n en esta de-
scripcio´n, ya que e´ste tambie´n es compatible con la condicio´n (1.24). El resultado es,
de nuevo, dos piezas desacopladas: por un lado, excitaciones sin masa propaga´ndose
por el espacio de Minkowski de 10d que esta´n totalmente desacopladas [36, 37] de la
regio´n cercana al horizonte; por otro, tenemos cualquier tipo de excitacio´n cuerdosa en
la regio´n cercana al horizonte. Esta regio´n es AdS5 × S5, y su correspondiente me´trica
se obtiene apliando el l´ımite de Maldacena a la solucio´n (1.25)
ds2 = ds2AdS5 + ds
2
S5
ds2AdS5 = R
2
[
u2ηαβdx
αdxβ +
du2
u2
]
ds2S5 = R
2dΩ25
φ = φ0
F5 = F5 + ∗F5 , F5 = 16pigs(α′)2Nvol(S5) (1.27)
donde ds2AdS5 es la me´trica de AdS5 en las coordenadas de Poincare´. La relacio´n entre
u y U es
u =
U√
4pigsN
(1.28)
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El motivo por el que, a pesar de ser el l´ımite de Maldacena un l´ımite de baja energ´ıa,
se tiene todo tipo de excitacio´n cuerdosa en esta regio´n es que la energ´ıa E que aparece
en la condicio´n (1.23) corresponde a la medida por un observador cuyo tiempo propio
viene dado por t = x0, ya que e´ste es el tiempo propio de la f´ısica en las D3-branas en la
descripcio´n microsco´pica (y, por tanto de la teor´ıa gauge). Este tiempo corresponde al
tiempo propio de un observador asinto´tico en la descripcio´n macrosco´pica. En cambio,
el tiempo propio en la regio´n cercana al horizonte en la descripcio´n macrosco´pica es
distinto, producie´ndose un corrimiento hacia el rojo de la forma
Egauge ≡ Einfinito =
√−g00 Epropio|h =
u√
4pigsN
Epropio|h ls (1.29)
de manera que Epropio|h, medido en unidades de la cuerda, es finito en el l´ımite de
Maldacena. Otra forma de ver esto es considerar la accio´n de la cuerda en el background
(1.27). Entonces observamos que el factor α′ que multiplica a la me´trica3 se cancela
con el α′ de la tensio´n de la cuerda, obtenie´ndose una accio´n de hoja de mundo con
longitud caracter´ıstica de la cuerda igual a la unidad a la que, por tanto, no afecta el
l´ımite de Maldacena.
Hemos aplicado el l´ımite de Maldacena a dos descripciones distintas de un sistema
formado por N D3-branas y, en ambos casos se han obtenido dos teor´ıas totalmente de-
sacopladas, siendo la teor´ıa de campos libres de supergravedad tipo IIB propaga´ndose
por todo el espacio de Minkowski de 10 dimensiones una de ellas. La otra, sin embargo,
es una teor´ıa gauge en un caso, y la teor´ıa de cuerdas tipo IIB en el background de
AdS5 × S5 en el otro. Se trata de dos teor´ıas de naturaleza f´ısica muy distinta. No ob-
stante, como los rangos de validez de ambas descripciones (1.19) y (1.24) no solapan,
no es descabellado pensar que ambas constituyen descripciones complementarias de la
misma f´ısica. Se llega as´ı a la correspondencia AdS/CFT [4], que conjetura la equivalen-
cia entre la teor´ıa de cuerdas tipo IIB en el background (1.27), con R4 = 4pigsNl
4
s , y la
teor´ıa gauge U(N) superconforme N = 4 d = 4 con acoplo de Yang-Mills g2YM = 4pigs.
De hecho, el ana´lisis de las simetr´ıas de ambas teor´ıas muestra concordancia con la
conjetura. As´ı, mientras que la teor´ıa gauge es invariante bajo el grupo conforme en 4
dimensiones SO(4, 2), tiene 16 supergeneradores (cantidad que es doblada si se tienen
en cuenta los generadores superconformes) y una simetr´ıa R SU(4)R ' SO(6)R, la
teor´ıa de cuerdas dual tiene un background con la isometr´ıa SO(4, 2) de AdS5, 32
supercargas conservadas4, y la isometr´ıa SO(6) de S5. A su vez, la simetr´ıa SL(2,Z)
de Montonen-Olive que tiene la teor´ıa gauge corresponde con la simetr´ıa SL(2,Z) de
autodualidad S de la teor´ıa de cuerdas tipo IIB.
Si la conjetura es cierta, e´sta propone, para esta teor´ıa gauge y en el contexto de las
dualidades de “gran N” de ´t Hooft, cu´al es su teor´ıa de cuerdas dual a gran N , y el
3Recordemos que R2 = α′
√
4pigsN
4Las 16 supersimetr´ıas adicionales del background surgen como consecuencia de haber tomado el
l´ımite de Maldacena.
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background sobre la que definirla perturbativamente. En efecto, el acoplo de Yang-Mills
g2YM de la teor´ıa gauge coincide con el acoplo de la cuerda, y el para´metro de ´t Hooft
g2YMN actu´a como el taman˜o de AdS5 y de S
5. No obstante, la aplicacio´n de forma
directa y exacta de la correspondencia para obtener, por ejemplo, la resumacio´n de la
serie perturbativa de la teor´ıa gauge se presenta en general imposible. Por un lado, la
teor´ıa en la hoja de mundo de la cuerda en el background con me´trica no trivial como
(1.27) es una teor´ıa no libre que no sabemos cuantizar de forma exacta5. Por otro, no
sabemos como acoplar a la teor´ıa en la hoja de mundo el flujo de 5-forma RR.
Es posible hacer el mismo razonamiento que hemos expuesto aqu´ı con el sistema de
D3-branas para otras configuraciones con menos supersimetr´ıa, por ejemplo, configura-
ciones relacionadas con cuerdas negras en 6 y 5 dimensiones o con la “subida” a teor´ıa
M de los agujeros negros Calabi-Yau cuadridimensionales que estudiamos en esta tesis.
En todos los casos se llega a la conjetura de que una determinada compactificacio´n
de una teor´ıa de cuerdas/teor´ıa M concreta, en un espacio concreto AdSn+1×espacio
compacto, es dual de la correspondiente CFTn en la brana.
De la forma en la que hemos introducido la conjetura, como una dualidad de gran
N , parecer´ıa indicar que AdS/CFT no postula una equivalencia total entre ambas
teor´ıas, si no que la equivalencia se da, aunque a cualquier valor finito de g2YMN , so´lo
en el re´gimen en el que es va´lida la expansio´n de “gran N”. Esto significa que lo que
aqu´ı actu´an como correcciones en α′, que son correcciones en 1
g2Y MN
, no estropear´ıan la
equivalencia, pero s´ı que podr´ıan estropear la equivalencia los efectos no perturbativos
en gs. La versio´n fuerte de la conjetura, es decir, la suposicio´n de que la correspondencia
es cierta ma´s alla´ de la expansio´n de “gran N”, trae consigo el que puedan aparecer
en el lado AdS todo tipo de objetos no perturbativos de teor´ıa de cuerdas, de forma
que so´lo podr´ıa asegurarse que el background es AdS asinto´ticamente. La versio´n ma´s
de´bil, en cambio, postula la equivalencia tanto a N grande como a acoplo de ´t Hooft
grande, situacio´n en la que la teor´ıa de cuerdas en AdS se reduce a la teor´ıa efectiva de
supergravedad cla´sica. De hecho, es en este u´ltimo caso l´ımite donde la correspondencia
ha sido ma´s explotada, mediante la comparacio´n de cantidades protegidas por super-
simetr´ıa en ambos lados de la dualidad. Al igual que con los modelos microsco´picos
para los agujeros negros, el ca´lculo de las cantidades protegidas ha de dar el mismo
resultado en ambas descripciones, pero no as´ı el de las cantidades no protegidas, ya
que los reg´ımenes de validez de ambas descripciones ((1.24) y (1.19)) son distintos.
El que las dos teor´ıas sean equivalentes significa que debe existir un mapa preciso
que relacione los estados de la teor´ıa de cuerdas con los operadores de la teor´ıa gauge
conforme. No´tese que el espacio AdS tiene una frontera conforme en U →∞ conforme-
mente equivalente al espacio de Minkowski en el que esta´ definida la CFT. Adema´s, la
5Aunque hasta la fecha no se conoce como obtener de forma general una solucio´n exacta en α′/R2
de la teor´ıa de cuerdas, s´ı que se han hecho progresos interesantes en ciertos l´ımites cinema´ticos [33–35].
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me´trica de AdS tiene la propiedad de que permite intercambiar informacio´n entre esta
frontera y el espacio interior en un tiempo finito. Por tanto, la funcio´n de particio´n
de la teor´ıa de cuerdas en AdS es un funcional de los valores de frontera de todos
los campos (de supergravedad, asociados a estados cuerdosos perturbativos masivos o
incluso no perturbativos) de la teor´ıa. La equivalencia entre ambas teor´ıas se entiende
como una correspondencia campo/operador [5,6]: la funcio´n de particio´n de la teor´ıa de
cuerdas en AdS es igual al funcional generador de funciones de correlacio´n en la teor´ıa
conforme, en el que el valor de frontera de cada campo de la teor´ıa de cuerdas actu´a
como fuente de su operador asociado en la teor´ıa conforme. Teniendo en cuenta esta
correspondencia campo/operador, la conjetura AdS/CFT puede establecerse como una
equivalencia entre las funciones de particio´n
ZAdS = ZCFT (1.30)
La versio´n fuerte de la conjetura postula que la relacio´n (1.30) es una igualdad exacta.
ZAdS puede ser considerada como la integral de camino eucl´ıdea, a la que contribuyen
distintas geometr´ıas (con condiciones de frontera dadas), pesadas de distinta forma
segu´n el valor de su accio´n eucl´ıdea. Esta accio´n eucl´ıdea debe incluir (si quisie´rmaos
hacer la comparacio´n exacta) contribuciones de series infinitas de te´rminos de orden
mayor en las derivadas (higher derivative terms). Pero esto no es todo, puesto que
ser´ıa necesario incluir todas las posibles excitaciones sobre cada una de las geometr´ıas
(estados de cuerdas y branas enrolladas). Una vez tenidas en cuenta todas esas con-
tribuciones en ZAdS es cuando se espera que se verifique (1.30) de forma exacta. Esta
versio´n fuerte de la correspondencia puede interpretarse, por tanto, como una definicio´n
no perturbativa de la teor´ıa de cuerdas para ciertos espacios que son asinto´ticamente
AdS.
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Cap´ıtulo 2
Agujeros negros Calabi-Yau y el
mecanismo del atractor
Las compactificaciones de las teor´ıa de supercuerdas 10-dimensionales en variedades
de tipo Calabi-Yau de 3 dimensiones complejas (CY3) son importantes porque per-
miten encontrar vac´ıos de la teor´ıa en los que permanezcan sin romperse algunas
supersimetr´ıas de la teor´ıa 10-dimensional. Esto se debe a que admiten una me´tri-
ca Ricci-plana con conexio´n de spin de holonomı´a un subgrupo de SU(3). Es posible
encontrar, por tanto, algu´n espinor covariantemente constante. En ausencia de “im-
purezas” en la variedad interna, como branas o flujos, estos espinores corresponden a
aquellas supersimetr´ıas que no esta´n rotas en la teor´ıa efectiva cuadridimensional. En
particular la compactificacio´n de la teor´ıa tipo IIB en un Calabi-Yau da lugar a una
teor´ıa cuadridimensional con supersimetr´ıa, como mı´nimo, N = 2.
En este cap´ıtulo introducimos los agujeros negros “Calabi-Yau” como soluciones de
tipo “Reissner-Nordstrom” de la teor´ıa efectiva 4-dimensional que resulta de la com-
pactificacio´n de la teor´ıa tipo IIB en variedades CY3. En la seccio´n 2.1 definimos que´ es
una variedad CY y enumeramos algunas de sus propiedades. Los agujeros negros CY
se introducen en la seccio´n 2.2. El caso extremal, en el que se verifica el mecanismo del
atractor, se trata en la seccio´n 2.3. En concreto, escribimos las ecuaciones del atractor
en te´rminos de las coordenadas de una 3-forma γ ∈ H3(CY,Z). Las caracter´ısticas del
flujo del atractor en el caso de que el agujero negro sea supersime´trico se resumen en
la seccio´n 2.4. Por u´ltimo, comentamos algunos aspectos acerca de la correspondencia
agujeros negros/cuerdas para este tipo de agujeros negros en la seccio´n 2.5.
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2.1. Variedades Calabi-Yau y su espacio de moduli
de estructuras complejas
Una variedad compacta compleja M es de tipo Calabi-Yau si verifica simulta´nea-
mente las dos condiciones siguientes1:
Es Ka¨hler. Esto quiere decir que su me´trica gmn es hermı´tica (compatible con la
estructura compleja Jnm de la variedad) y que la 2-forma Jmn = J
p
mgpn es cerrada
dJ = 0 (2.1)
No´tese que, en coordenadas complejas, las u´nicas componentes distintas de cero
de la forma de Ka¨hler son Jµν¯ = J
σ
µgσν¯ = igµν¯ , con lo que J es una (1,1)-forma
cerrada. Dado que M es compacta y que su forma de volumen es proporcional a
J ∧ J ∧ J , la clase de cohomolog´ıa de J , denominada clase de Ka¨hler, no puede
ser nula.
La primera clase de Chern asociada al recubrimiento tangente c1 es nula
c1 = 0 (2.2)
El hecho de que la variedad sea Ka¨hler implica una serie de simplificaciones:
Los laplacianos asociados a las derivadas exteriores ∂ y ∂¯ son iguales a
∂∂† + ∂†∂ = ∂¯∂¯† + ∂¯†∂¯ =
1
2
(dd† + d†d) =:
1
2
∆ (2.3)
con lo que sus respectivos grupos de cohomolog´ıa Hp,q∂ (M) y H
p,q
∂¯
(M) son iso-
morfos. Los denotamos por tanto de la misma manera Hp,q(M).
En cada parche Ua existe un escalar real ϕa, que no esta´ bien definido globalmente,
tal que gµν¯ = ∂µ∂¯νϕa, denominado potencial de Ka¨hler.
La conexio´n hermı´tica coincide con la de Christoffel y en esta conexio´n d†J = 0.
J es, por tanto, armo´nica.
El tensor de curvatura es sime´trico en sus ı´ndices holomorfos y antiholomorfos,
y las u´nicas componentes no nulas de la 2-forma de Ricci son Rµν¯ = ∂µ∂ν¯ log√g.
Esta ecuacio´n implica que R es cerrada, pero no necesariamente exacta, ya que√
g no es una funcio´n escalar. Es por ello que tiene sentido definir c1 como la
clase de cohomolog´ıa de R.
El hecho de que, adema´s, c1 = 0 implica que:
Existe, en cada clase de Ka¨hler, una me´trica Ricci-plana u´nica2 (teorema de Yau).
1Para una exposicio´n ma´s detallada remitimos al lector a las refs. [39, 40].
2No´tese que, si c1 fuera distinta de cero, M no podr´ıa admitir una me´trica Ricci-plana.
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En lo que sigue suponemos que e´sta es precisamente la me´trica de M .
El grupo de holonomı´a de M es un subgrupo de SU(3). Esto implica que M
admite como mı´nimo un par de espinores covariantemente constantes y bien
definidos globalmente, de quiralidad opuesta.
M admite una (3,0)-forma no nula en toda la variedad cuyas componentes Ωµνρ
son funciones holomorfas de la posicio´n. Adema´s Ω es la u´nica (3,0)-forma armo´nica
(salvo multiplicacio´n por una constante), y es covariantemente constante en la
me´trica Ricci-plana.
El diamante de Hodge es (si el nu´mero de Euler χ = 2(h1,1 − h2,1) es no nulo)
h0,0
h1,0 h0,1
h2,0 h1,1 h0,2
h3,0 h2,1 h1,2 h0,3
h3,1 h2,2 h1,3
h3,2 h2,3
h3,3
=
1
0 0
0 h1,1 0
1 h2,1 h2,1 1
0 h1,1 0
0 0
1
(2.4)
con h1,1 ≥ 1, h2,1 ≥ 0.
T´ıpicamente lo que se tiene es que las variedades CY aparecen como familias mul-
tidimensionales de variedades, difeomorfas como variedades reales, caracterizadas cada
una de estas familias por un espacio de moduli. Dado que hay una u´nica me´trica Ricci-
plana para cada par estructura compleja-clase de Ka¨hler, el espacio de moduli de cada
familia es el espacio de todas las estructuras complejas y clases de Ka¨hler posibles. Es
dif´ıcil describir este espacio de moduli de forma global. Nos centramos aqu´ı en describir
la parte de estructura compleja de este espacio de moduli (que denotamos como M)
de forma local. Fijar una estructura compleja concreta supone especificar el subespacio
unidimensional H3,0(M) de H3(M), que es el subespacio al que pertenece la clase de
cohomolog´ıa de la 3-forma holomorfa Ω. Si fijamos una base simple´ctica de H3(M),
esto es, un conjunto de 3-ciclos de homolog´ıa (AI , BJ) con I, J = 0, 1, ..., h2,1 tales que
sus nu´meros de intereseccio´n sean
#(AI , AJ) = 0 (2.5)
#(BI , BJ) = 0 (2.6)
#(AI , BJ) = δ
I
J (2.7)
la clase de cohomolog´ıa de Ω viene fijada por los periodos
XI :=
∫
AI
Ω (2.8)
FI :=
∫
BI
Ω (2.9)
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En te´rminos de la base (βI ,−αJ) del espacio de cohomolog´ıa H3(M) que es dual
Poincare´ de la base anterior podemos escribir la clase de cohomolog´ıa de Ω como
Ω = XIαI + FJβ
J (2.10)
Las variaciones en la estructura compleja de M corresponden a variaciones en la
me´trica con ı´ndices puros δgµν + cc. En efecto, este tipo de perturbaciones hacen que
la me´trica modificada ya no sea hermı´tica con respecto a la estructura compleja de
partida, pero s´ı lo es con respecto a una estructura compleja modificada que se pueda
obtener mediante el cambio de variables no holomorfo apropiado. La imposicio´n de
que la nueva me´trica sea Ricci-plana implica que la forma Ωµνρg
ρρ¯δgρ¯σ¯ es una (2,1)-
forma cerrada. As´ımismo, dos perturbaciones en la me´trica que correspondan a la
misma clase de cohomolog´ıa de H2,1(M) corresponden, con la redefinicio´n adecuada
de coordenadas, a la misma me´trica perturbada. Es por ello que hay una perturbacio´n
de la estructura compleja independiente por cada elemento linealmente independiente
de H2,1(M). Adema´s, si consideramos que estos cambios de estructura compleja son
infinitesimales, a primer orden el cambio en la clase de cohomolog´ıa de Ω viene dado
por un elemento de H3,0 ⊕H2,1. Dado que una estructura compleja dada determina la
clase de cohomolog´ıa de Ω salvo factor multiplicativo constante, los posibles cambios a
primer orden en la estructura compleja vienen dados por los elementos de H2,1(M). De
todo esto se concluye que el espacio tangente T
(1,0)
P M a una estructura compleja dada
P es isomorfo a H2,1(M) y el espacio de moduliM tiene dimensio´n compleja h2,1.
Dado que dim(M) = h2,1, los periodos XI pueden considerarse como coordenadas
proyectivas de M, de tal forma que los otros periodos FJ han de poder expresarse en
funcio´n de XI . Usando el hecho de que las formas ∂IΩ :=
∂Ω
∂XI
, que constituyen una
base de H3,0 ⊕H2,1, no tienen componentes ni (1, 2) ni (0, 3) tenemos la ecuacio´n∫
M
Ω ∧ ∂IΩ = 0 (2.11)
Aplicando a esta ecuacio´n la relacio´n bilineal de Riemann∫
M
Λ ∧Ψ =
∫
AI
Λ
∫
BI
Ψ−
∫
BI
Λ
∫
AI
Ψ (2.12)
se obtiene
FI = ∂IFo (2.13)
donde Fo es una funcio´n holomorfa de las X
I y homogenea de grado 2 denominada
prepotencial de M . Por tanto, el conjunto de todas las posibles 3-formas holomorfas
Ω ⊂ H3(M,C), que denotamos por L, constituye una subvariedad lagrangiana de
H3(M,C).
El espacioM tiene estructura de variedad de Ka¨hler, con potencial de Ka¨hler
K = −log
(
−i
∫
Ω ∧ Ω¯
)
(2.14)
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Debido a la relacio´n (2.13) K se puede escribir en te´rminos del prepotencial
K = −log [i (X¯IFI −XIF¯I)] = −log (−2X¯IImτIJXJ) =: −logKe(X, X¯) (2.15)
donde τIJ = ∂IFJ . La variedadM es, por tanto, Ka¨hler especial. Usando coordenadas
no proyectivas zi, z¯ j¯ (o ti, t¯j¯, usaremos ambas notaciones), con i = 1, 2, ..., h2,1, en M,
la me´trica deM puede escribirse
Gij¯ =
∂2K
∂ti∂t¯j¯
=: ∂i∂j¯K (2.16)
En general, el potencial de Ka¨hler cambiara´ en la interseccio´n de dos parches de la
forma
K(a) = K(b) + fab(t) + f¯ab(t¯) (2.17)
Como una estructura compleja dada especifica Ω salvo factor multiplicativo constante,
podemos considerar Ω como una seccio´n holomorfa del recubrimiento lineal L → M,
con funciones de transicio´n
Ω(a) = e
fab(t)Ω(b) (2.18)
La conexio´n asociada a este recubrimiento es ∂iKdt
i, con lo que la derivada covariante
para secciones de L es
DiΩ =
(
∂
∂ti
+ ∂iK
)
Ω (2.19)
Las cantidades DiΩ forman una base de H2,1(M).
2.2. Agujeros negros Calabi-Yau
El tipo de agujeros negros sobre los que trata el presente trabajo (agujeros negros
Calabi-Yau) son agujeros negros dio´nicos en (3+1)d, que se obtienen como ciertas
soluciones de la teor´ıa efectiva 3+1-dimensional que resulta de la compactificacio´n de
la teor´ıa de cuerdas tipo IIB en una variedad M tipo CY3. La descripcio´n cuerdosa
microsco´pica de estos agujeros negros viene dada por una D3-brana enrollada en un
3-ciclo de homolog´ıa de M
Cp,q = qIAI − pJBJ ∈ H3(M,Z) (2.20)
Vamos a suponer que la varidedad M en la que parcialmente esta´ enrollada la D3-brana
se encuentra situada en un punto concreto de su espacio de moduli (el vac´ıo elegido).
En particular, denotamos este punto enM por (z∞, z¯∞).
La descripcio´n macrosco´pica del sistema viene dada, en cambio, por la correspon-
diente solucio´n de la teor´ıa efectica de baja energ´ıa. Si la holonomı´a de M es exactac-
tamente SU(3), se trata de la teor´ıa de supergravedad N = 2 d = 4 no gaugeada cuyo
contenido de materia “on shell” viene dado por [41]
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El multiplete de supergravedad N = 2, que contiene al gravito´n, dos gravitinos
y un vector gauge U(1) (denominado gravifoto´n).
nv = h2,1 = h multipletes vectoriales U(1), cada uno conteniendo un vector
gauge, un par de espinores (de Majorana o de Weyl) y un escalar complejo zi,
que parametriza el espacio de moduliM de estructuras complejas en M .
h1,1 hipermultipletes neutrales, cada uno conteniendo dos espinores y cuatro es-
calares reales, dos de los cuales parametrizan el espacio de moduli de estructura
de Ka¨hler generalizada de M .
Un hipermultiplete neutral (el multiplete universal), en el que dos de los cuatro
escalares reales son el dilato´n y el axio´n.
Aqu´ı so´lo nos interesa el sector de la lagrangiana efectiva correspondiente a los mul-
tipletes vectoriales. E´ste viene totalmente especificado por el prepotencial Fo(X) de
M :
−R
2
+Gij¯∂mz
i∂nz¯
j¯gmn + ImNIJF ImnFJlrgmlgnr + ReNIJF Imn ∗ FJlrgmlgnr (2.21)
donde
NIJ = τ¯IJ + 2iImτIKX
KImτJLX
L
XM ImτMNXN
(2.22)
y F I son los tensores “campo electromagne´tico” asociados a los nv + 1 campos gauge
U(1). Si denotamos por GI =
∂L
∂FI los tensores duales se tiene∫
AI
F5 = F I (2.23)∫
BI
F5 = GI (2.24)
No´tese que ImNIJ es una matriz definido-negativa que da los acoplos gauge como
funcio´n de los moduli zi. Un hecho a sen˜alar es que en este caso de supergravedad
d = 4 N = 2 hay un teorema de no renormalizacio´n [41] que asegura que, a todo orden
en teor´ıa de perturbaciones, la geometr´ıa del espacio de moduli de los multipletes
vectoriales no depende de los escalares de los hipermultipletes. Dado que en este caso
no so´lo el dilato´n, sino tambie´n los moduli de estructura de Ka¨hler, pertenecen a los
hipermultipletes, esto implica que la me´trica Gij¯ del espacio de moduli de estructura
compleja es exacta en gs y α
′ a todo orden en teor´ıa de perturbaciones.
Dado que hemos obtenido esta teor´ıa como una descripcio´n efectiva de una teor´ıa
de cuerdas ma´s completa, podemos considerar en e´sta objetos que contengan tanto
cargas ele´ctricas como magne´ticas. Del hecho de que F5 sea autodual y de la libertad
de elegir la base simple´ctica (AI , B
J) se tiene la simetr´ıa ele´ctrica-magne´tica de la
2.2 Agujeros negros Calabi-Yau 25
teor´ıa. En concreto, la accio´n completa es invariante bajo el grupo de transformaciones
∈ Sp(2nv + 2,R), ante el cual los pares(
XI
FI
)
y
( F I
GI
)
(2.25)
transforman como vectores.
No´tese que esta teor´ıa efectiva es una extensio´n de la teor´ıa de Einstein-Maxwell.
Los agujeros negros en los que estamos interesados son generalizaciones de las solu-
ciones de Reissner-Nordstrom de la teor´ıa de Einstein-Maxwell. La me´trica de Reissner-
Nordstrom
ds2 = f(r)dt2 − f−1(r)dr2 − r2dΩ2 (2.26)
donde f = (r−r+)(r−r−)
r2
, r± = M ± r0 y r0 = +
√
M2 −Q2, puede escribirse, si usamos
la coordenada r = r− − r0e−r0τsinh(r0τ) , como
ds2 = e2Udt2 − e−2U
[
r40
sinh4(r0τ)
dτ 2 +
r20
sinh2(r0τ)
dΩ2
]
(2.27)
con e2U =
(
1 + r−
2r0
− r−
2r0
e2r0τ
)−2
e2r0τ . El horizonte externo esta´ localizado en r = r+.
Una revisio´n detallada de este agujero negro puede encontrarse, por ejemplo en la
ref. [42]. Aqu´ı nos limitamos simplemente a sen˜alar que su entrop´ıa de Bekenstein-
Hawking es SBH = A/4 = pir
2
+ y su temperatura es T =
r0
2pir2+
En el l´ımite extremal se
tiene M = Q, r0 = 0 y τ = − 1r−M , con lo que la me´trica queda
ds2 = e2Udt2 − e−2U
[
1
τ 4
dτ 2 +
1
τ 2
dΩ2
]
(2.28)
con e2U = 1
(1−Mτ)2 .
Para obtener la generalizacio´n deseada consideramos el siguiente tipo de me´trica
4-dimensional esta´tica y esfe´ricamente sime´trica
ds2 = e2Udt2 − e−2U
[
c4
sinh4(cτ)
dτ 2 +
c2
sinh2(cτ)
dΩ2
]
(2.29)
donde ahora c juega el papel de r0, e imponemos que el flujo de F5-forma generado por
el agujero negro tenga una parte interna en M dada por la 3-forma de cohomolog´ıa
Poincare´ dual de Cp,q
γp,q = p
IαI + qIβ
I ∈ H3(M,Z) (2.30)
Esto implica que las cantidades pI y qI son respectivamente las cargas magne´tica y
ele´ctrica del agujero negro bajo los distintos campos gauge F I∫
S2
F I =
∫
S2
∫
AI
F5 ∝
∫
AI
γp,q = p
I ⇒ pI ∝ 1
GN
∫
S2
F I (2.31)∫
S2
GI =
∫
S2
∫
BI
F5 ∝
∫
BI
γp,q = qI ⇒ qI ∝ 1
GN
∫
S2
GI (2.32)
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No´tese que (
pI
qI
)
(2.33)
es un vector simple´ctico. La condicio´n de cuantizacio´n de Dirac (en unidades de Planck)
q′Ip
I − p′IqI ∈ Z (sin suma) (2.34)
rompe el grupo simple´ctico a Sp(2nv + 2,Z). Podemos, por tanto, identificar la red de
posibles cargas ele´ctricas y magne´ticas con H3(M,Z) mediante la expresio´n (2.30)3,
esto es, podemos considerar las cargas pI y qJ como coordenadas de γ en la base
simple´ctica (β,−α). Si definimos el producto simple´ctico en H3(M,C) mediante
< γ1, γ2 >:=
∫
M
γ1 ∧ γ2 = ](C1 ∩ C2) = pI1q2I − pI2q1I (2.36)
la condicio´n de cuantizacio´n de Dirac implica que < γ1, γ2 >∈ Z. No´tese que este
producto, adema´s de ser antisime´trico, es topolo´gico (independiente de los moduli de
M).
As´ımismo, consideramos que en este tipo de soluciones los moduli de estructura
de Ka¨hler del Calabi-Yau se mantienen constantes, pero los de estructura compleja z i
toman distintos valores a medida que var´ıa la distancia al agujero negro, partiendo
de unos valores asinto´ticos dados en el infinito (que son los correspondientes al vac´ıo
elegido (z∞, z¯∞)). Puede verse [43] que, bajo todas estas condiciones, la lagrangiana
1-dimensional que gobierna la evolucio´n radial de U(τ), zi(τ) y z¯ i¯(τ) es
L =
(
dU
dτ
)2
+Gij¯
dzi
dτ
dz¯ j¯
dτ
+ e2UVBH(z, z¯, p, q) (2.37)
con la ligadura (
dU
dτ
)2
+Gij¯
dzi
dτ
dz¯ j¯
dτ
− e2UVBH(z, z¯, p, q) = c2 (2.38)
La funcio´n VBH(z, z¯, p, q) se denomina “potencial del agujero negro” y viene dada por
VBH := |Zp,q(z)|2 + |DiZp,q(z)|2 (2.39)
donde
Zp,q := e
K(X,X¯)
2 Wp,q(X) (2.40)
Wp,q(X) :=
∫
Cp,q
Ω =
∫
M
Ω ∧ γ = XIqI − pIFI (2.41)
3Obse´rvese que, debido al efecto Witten, las cargas conservadas son(
P I
QI
)
=
(
pI
qI − ReNIJpJ
)
(2.35)
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y
DiZp,q(z) =
(
∂i +
1
2
∂iK
)
Zp,q(z) (2.42)
No´tese que Zp,q(X, X¯) es una combinacio´n de los moduli z
i que asinto´ticamente, en
el infinito, toma el valor de la carga del agujero negro asociada al gravifoto´n, carga
que coincide con la carga central del agujero negro en el a´lgebra de supersimetr´ıa.
No´tese tambie´n que |DiZp,q(z)|2 = 4|∂i|Zp,q(z)||2. Las ecuaciones de movimiento para
los moduli zi que se obtienen de la lagrangiana (2.37) son
∂2τz
i + Γijk∂τz
j∂τz
j = Gij¯e2U
∂VBH
∂z¯ j¯
(2.43)
Consideremos el caso general no extremal en el que c 6= 0. La imposicio´n de que la
solucio´n tenga un horizonte de a´rea finita A en τ → −∞ nos conduce a
e−2U → A
4pi
e−2cτ
4c2
(2.44)
Si hacemos el cambio de coordenadas
ρ = 2ecτ (2.45)
podemos escribir la me´trica en la regio´n cercana al horizonte como
ds2 =
4pi
A
c2ρ2(dt)2 − A
4pi
(dρ)2 − A
4pi
dΩ2 (2.46)
Se observa que ρ es la coordenada que da la distancia f´ısica al horizonte (en unidades
de rH =
√
A
4pi
), que esta´ localizado en ρ = 0. En esta regio´n cercana al horizonte las
ecuaciones de movimiento para zi se escriben
∂zi
∂ρ
+ ρ
∂2zi
∂ρ2
+ Γijkρ
∂zj
∂ρ
∂zk
∂ρ
= ρ
4pi
A
Gij¯
∂VBH
∂z¯ j¯
(2.47)
de donde se concluye que
∂zi
∂ρ
∣∣∣∣
h
= 0 (2.48)
∂2zi
∂ρ2
∣∣∣∣
h
=
4pi
A
Gij¯
∂VBH
∂z¯ j¯
(2.49)
El valor de los moduli zi en el horizonte va a depender de los valores fijados en el infinito.
Obse´rvese que en este caso no extremal no podemos obtener ninguna relacio´n entre
VBH |h y A de la ligadura (2.38). Estas dos u´ltimas proposiciones no van a ser ciertas
cuando analizemos el caso extremal. Por otro lado, la condicio´n de que la solucio´n es
asinto´ticamente Minkowski en el infinito se traduce en U → τM cuando τ → 0−, donde
M es la masa ADM de la solucio´n. Esto implica que
M2 = |Zp,q(z∞, z¯∞)|2 + c2 + |DiZp,q(z∞, z¯∞)|2 −Gij¯
(
dzi
dτ
)
∞
(
dz¯ j¯
dτ
)
∞
(2.50)
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2.3. El caso extremal y las ecuaciones del atractor
En el caso extremal (c = 0) tenemos, en cambio,
ds2 = e2Udt2 − e−2U
[
1
τ 4
dτ 2 +
1
τ 2
dΩ2
]
(2.51)
Podemos usar las coordenadas |~x| = −1/τ y escribir
ds2 = e2Udt2 − e−2U [d|~x|2 + |~x|2dΩ2] (2.52)
La condicio´n de horizonte de area finita en τ → −∞ conduce en este caso a
e−2U → A
4pi
τ 2 (2.53)
Si usamos la coordenada
w := −log(−τ) (2.54)
la me´trica de la regio´n cercana al horizonte es
ds2 =
4pi
A
e2w(dt)2 − A
4pi
(dw)2 − A
4pi
dΩ2 (2.55)
Con la coordenada
u :=
4pi
A
1
τ
= −4pi
A
ew (2.56)
la me´trica (2.55) se escribe
ds2 = R2h
(
−du
2
u2
+ u2dt2
)
−R2hdΩ2 (2.57)
La solucio´n cercana al horizonte es, por tanto, el espacio AdS2 × S2, en el que
RAdS2 = RS2 = Rh :=
√
A
4pi
(2.58)
y donde (u, t) son las coordenadas de Poincare´ de AdS2.
De la ecuacio´n (2.55) vemos que en este caso la distancia f´ısica al horizonte, al
menos en la regio´n cercana a e´ste, viene dada por w, y que, debido a que el horizonte
esta´ localizado en w → −∞, todo punto que corresponda a un valor finito de w va a
estar localizado a distancia infinita del horizonte. Por otra parte, se espera f´ısicamente
que todos los campos escalares con todas sus derivadas con respecto a la distancia
f´ısica w tiendan a un l´ımite finito en el horizonte. Como el horizonte esta´ localizado en
w = −∞, entonces, si la primera derivada de zi tendiera a un l´ımite distinto de cero
en el horizonte, zi diverger´ıa conforme nos acercamos al horizonte. Este razonamien-
to conduce a que en todas las soluciones extremales f´ısicamente razonables todas las
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derivadas de zi con respesto a w deben ser cero en el horizonte. Como las ecuaciones
de movimiento para zi en la regio´n cercana al horizonte se escriben
∂zi
∂w
+
∂2zi
∂w
+ Γijk
∂zj
∂w
∂zk
∂w
=
4pi
A
Gij¯
∂VBH
∂z¯ j¯
(2.59)
se sigue que [44–46]
∂VBH
∂z¯ j¯
∣∣∣∣
h
= 0 (2.60)
La ec. (2.60) implica que los valores de los moduli zi en el horizonte esta´n completa-
mente determinados por las cargas del agujero negro y son independientes de los valores
asinto´ticos zi∞. El punto correspondiente del espacio de moduli (z
i
p,q, z¯
i
p,q) se denomina
“punto del atractor”. En este caso extremal de la ligadura (2.38) se obtiene que
1
τ 2
− 4pi
A
VBH|h
1
τ 2
= 0 (2.61)
es decir, que el valor que VBH toma en el punto del atractor es igual a la entrop´ıa de
Bekenstein-Hawking del agujero negro
SBH :=
A
4
= pi VBH|h (2.62)
Vemos, por tanto, que el mecanismo del atractor asegura que la entrop´ıa del agujero
negro viene dada en funcio´n de las cargas (pI , qJ) y no de para´metros continuos como
los moduli en el infinito. Este hecho es un requerimiento necesario para que pueda haber
acuerdo con la entrop´ıa microsco´pica del agujero negro: las entrop´ıas de los agujeros
negros que se obtienen del contaje microsco´pico en teor´ıa de cuerdas son de forma
natural invariantes bajo pequen˜os cambios en los para´metros continuos (z∞, z¯∞).
En la seccio´n anterior hemos visto que podemos considerar las cargas del agujero
negro pI y qJ como coordenadas de una 3-forma γ ∈ H3(M,Z) en una base simple´ctica
dada. Dado un valor concreto de los moduli de estructura compleja (zi, z¯ i¯) podemos
parametrizar γ con las coordenadas (λ−1, xi), que denominamos de Ka¨hler, y que se
definen mediante
γ = λ−1Ω + xiDiΩ + cc (2.63)
siendo Ω la 3-forma holomorfa que correponde al punto dado (z, z¯). La relacio´n entre
las cargas (p, q) y la coordenadas de Ka¨hler es
pI = 2Re
(
XIλ−1 + xiDiXI
)
(2.64)
qI = 2Re
(
FIλ
−1 + xiDiFI
)
(2.65)
Un hecho a destacar es que podemos reescribir las ecuaciones del atractor (2.60) pura-
mente en te´rminos de las coordenadas de Ka¨hler asociadas al agujero negro. Si escribi-
mos Wp,q(X) y sus derivadas covariantes en te´rminos de las coordenadas (λ
−1, xi) en
la estructura compleja dada por (XI , X¯I)
Wp,q(X) =
∫
M
Ω ∧ γp,q = λ¯−1
∫
M
Ω ∧ Ω¯ = iλ¯−1e−K (2.66)
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DiWp,q(X) =
∫
M
DiΩ ∧ γp,q = x¯j¯
∫
M
DiΩ ∧ D¯j¯Ω¯ = −ix¯j¯Gij¯e−K (2.67)
y usamos
∂iVBH = e
KDi
[|Wp,q(X)|2 + |DjWp,q|2] (2.68)
Di |DjWp,q|2 = W¯p,qDiWp,q + D¯j¯W¯p,qGj¯iDiDjWp,q (2.69)
y
DiDjWp,q = ∂iDjWp,q + ∂iKDjWp,q + ΓkijDkWp,q = xk
∫
M
DiDjΩ ∧ DkΩ = ixkCijk
(2.70)
donde Cijk = CIJKDiXIDjXJDkXK y CIJK = ∂I∂J∂KFo, el resultado que se obtiene
es
piVBH = pie
−K |λ−1|2 + pie−Kxix¯j¯Gij¯ (2.71)
pi∂iVBH = −2pie−Kλ−1Gij¯x¯j¯ − pixixkCijk (2.72)
pi∂i¯VBH = −2pie−K λ¯−1Gi¯jxj − pix¯i¯x¯k¯Ci¯j¯k¯ (2.73)
Por tanto, los extremos de VBH verifican
x¯j¯ = − e
K
2λ−1
Gj¯iCiklx
lxk (2.74)
xj = − e
K
2λ¯−1
Gji¯C¯i¯k¯l¯x¯
l¯x¯k¯ (2.75)
No´tese que la ec. (2.74) viene de imponer ∂iVBH = 0, mientras que (2.75) viene de
∂i¯VBH = 0. Si sustituimos la ec. (2.75) en ∂iVBH = 0 se encuentra que [47]
M jiGji¯x¯
i¯ = 0 (2.76)
donde
M ji := 4|λ−1|2e−Kδji − eKCiklC¯i¯k¯l¯Gk¯jGki¯xlx¯l¯ (2.77)
Existen, por consiguente, dos posibilidades
Si detM 6= 0, entonces xi = 0 (solucio´n trivial). Este caso corresponde a las
soluciones supersime´tricas. Lo estudiamos en la siguiente seccio´n.
detM = 0 (solucio´n no trivial). Este caso corresponde a las soluciones extremales
que no son supersime´tricas. La ec. (2.76) nos permite, si fijamos el gauge de
Ka¨hler, obtener las funciones XI(λ−1, xi, λ¯−1, x¯i¯). Estas funciones, junto con las
ecuaciones (2.64) y (2.65) nos permiten encontrar entonces el punto del atractor
Xp,q. No obstante, no´tese que se trata de un problema nada trivial. Por un lado
el sistema de ecuaciones (2.76), (2.64) y (2.65) es altamente no lineal, de tal
forma que es dif´ıcial obtener soluciones expl´ıcitas para un CY general. Por otro,
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no todas las Xp,q que se obtiene por este procedimiento son verdaderos puntos
del atractor, ya que a la condicio´n (2.60) hay que an˜adirle el que Xp,q se trate
de una verdadero mı´nimo de VBH. Mientras que toda solucio´n supersime´trica es
realmente un mı´nimo de VBH, esto no tiene por que´ ser cierto para el resto de
soluciones extremales [45,48,49].
2.4. Flujo del atractor BPS
Si, adema´s, el agujero negro es supersime´trico, la condicio´n de que la solucio´n pre-
serve supersimetr´ıa N = 1 implica que se satisface el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden [50], denominadas ecuaciones del flujo del atractor BPS
dU
dw
= eU−w|Zp,q| (2.78)
dzi
dw
= 2eU−wGij¯ ∂¯j¯|Zp,q|
Dado que, en el horizonte, dz
i
dw
= 0, la segunda ec. implica
DiZp,q|h = 0 (2.79)
es decir, xi|h = x¯j¯|h = 0. La u´nica coordenada de Ka¨hler no trivial en el horizonte es
λ−1 y su relacio´n con las cargas viene dada por
pI = 2Re
(
λ−1p,q;atX
I
)
(2.80)
qI = 2Re
(
λ−1p,q;atFI
)
(2.81)
Vemos, por tanto, que, si tenemos en cuenta que cada punto concreto de M fija una
descomposicio´n de Hodge concreta
H3(M) = H3,0 ⊕H2,1 ⊕H1,2 ⊕H0,3 (2.82)
el mecanismo del atractor para los agujeros negro CY supersime´tricos fija los moduli
zi en el horizonte de tal forma que se verifica [53]
γp,q = 2Re
(
λ−1p,q;atΩ
) ∈ H3,0 ⊕H0,3 (2.83)
Por otro lado, dado que en el infinito U → τM , de la primera de las ecs. (2.78) se tiene
M2 = |Zp,q(z∞, z¯∞)|2 (2.84)
equacio´n que pone de manifiesto que se satura la cota BPS. Como
|Zp,q| = eK2
∣∣∣∣∣
∫
Cp,q
Ω
∣∣∣∣∣ (2.85)
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la ec. (2.84) implica tambie´n que el 3-ciclo Cp,q, en el que esta´ entrollada la D3-brana
en la discripcio´n microsco´pica, es una subvariedad lagrangiana especial, es decir
J |Cp,q = 0 (2.86)
Vol(Cp,q) ∝
∫
Cp,q
Ω (2.87)
Si Wp,q(X) no se anula en ningu´n punto del flujo del atractor podemos definir
C = 2ie−U+we
K
2
√
W¯p,q(X)
Wp,q(X)
(2.88)
y escribir las 2h2,1+1 ecuaciones (2.78) en te´rminos de las siguientes 2h2,1+2 ecuaciones
dXI
dw
= CXI + i(Imτ)−1IJ
∂¯W¯p,q(C¯X¯)
∂(C¯X¯)J
(2.89)
Tomando la parte real por un lado y, por otro, multiplicando la ec. (2.89) por τIJ y
tomando despues la parte real se llega a
Re(CXI) = pI +
d
dw
[
Re(CXI)
]
(2.90)
Re(CFI) = qI +
d
dw
[Re(CFI)]
Podemos resumir estas dos ecuaciones en una ecuacio´n que iguala clases de cohomolog´ıa
Re(CΩ) = γp,q +
d
dw
[Re(CΩ)] (2.91)
De la primera de las ecs (2.78) se obtiene
d
dw
(
e−U+w
)
= e−U+w − |Zp,q|2 (2.92)
Por otro lado, en el horizonte
e−U+w =
√
A
4pi
(2.93)
VBH = |Zp,q|2 = A
4pi
(2.94)
Por tanto,
d
dw
(
e−U+w
)∣∣∣∣
h
= 0 (2.95)
Como tambie´n dX
dw
∣∣
h
= 0, se tiene entonces que Ω en el horizonte satisface la ecuacio´n
en clases de cohomolog´ıa
Re [CΩ] = γp,q (2.96)
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donde C = 2iW¯p,q(X¯)e
K en el horizonte. Obse´rvese que esto nos permite conocer el
valor de la coordenada de Ka¨hler λ−1 en el punto del atractor
λ−1p,q;at = iW¯p,q(X¯)e
K (2.97)
Las 2h2,1 + 2 ecuaciones
pI = Re
[
CXI
]
(2.98)
qI = Re [CFI ]
a las que da lugar la ec. (2.96) se conocen como las ecuaciones del atractor BPS y fueron
obtenidas por primera vez en las refs. [43, 51, 52]. La entrop´ıa de Bekenstein-Hawking
es en este caso
SBH = piVBH |h = pi |Zp,q(X)|2
∣∣
h
= −pi
2
ImτIJ(X)|C|2XIX¯I
∣∣∣
p,q
= (2.99)
= i
pi
2
F0 (CX)− ipi
2
F¯0
(
C¯X¯
)
+
pi
2
qIφ
I
donde φI = 2ImCXI y donde las cantidades CXI esta´n evaluadas en el punto del
atractor.
Para completar el ana´lisis indiquemos que, si llamamos αW al argumento deWp,q(X),
y si escribimos la ec. (2.91) en funcio´n de la coordenada τ se tiene
d
dτ
Im
(
2e−Ue−iαW e
K
2 Ω
)
= γp,q (2.100)
Aunque es posible integrar esta ecuacio´n directamente para hallar
Im
(
2e−Ue−iαW e
K
2 Ω
)
= γp,qτ + Im
(
2e−Ue−iαW e
K
2 Ω
)∣∣∣
τ=0
(2.101)
no es posible obtener anal´ıticamente en general una solucio´n expl´ıcita (U(τ), z i(τ))
salvo en los casos ma´s secillos. El motivo por el que las 2h2,1 + 2 ecuaciones (2.89),
(2.90), (2.91) o (2.100) son equivalentes a las 2h2,1 + 1 ecuaciones (2.78) se debe a que
no todas las 2h2,1 +2 ecs. son independientes. En efecto, si multiplicamos escalarmente
la ec. (2.100) por γp,q (utilizando el producto simple´ctico), obtenemos
d
dτ
Im
(
2e−Ue−iαW e
K
2 Wp,q
)
= 0 (2.102)
lo que no nos aporta ninguna informacio´n nueva ya que eiαW = W/|W |.
2.5. La correspondencia agujeros negros CY/cuerdas
En esta seccio´n revisamos algunos aspectos de la descripcion microsco´pica que da
la teor´ıa de cuerdas para los agujeros nebros Calabi-Yau BPS. Ya hemos dicho que
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e´sta consiste en una D3-brana enrollada en un 3-ciclo lagrangiano especial cuya clase
de homolog´ıa hemos denotado por Cp,q ∈ H3(M,Z). Determinar las condiciones de
existencia de soluciones de las ecuaciones del flujo del atractor BPS que hemos visto
en la seccio´n anterior para un CY general constituye un problema nada trivial, que
depende fuertemente de los valores elegidos de las cargas γp,q y de los moduli en el
infinito zi∞. El hecho de que no todas las posibles γp,q tengan asociadas una solucio´n
no es sorprendente si se tiene en cuenta que tambie´n en la teor´ıa de cuerdas el espectro
BPS constituye so´lo un subconjunto de toda la red de cargas. Parece, por tanto, natural
conjeturar [53] que la versio´n agujeros negros/cuerdas para este tipo de agujeros negros
es una correspondencia uno a uno (salvo, por supuesto, la degeneracio´n que da lugar a
la entrop´ıa) entre soluciones a las ecuaciones del flujo del atractor y estados BPS de tipo
D3-brana enrollada de la teor´ıa de cuerdas completa. Sin embargo, esta conjetura de
Moore ha resultado ser erro´nea, tenie´ndose ejemplos [54,55] en los cuales se sabe que el
estado BPS ha de existir en teor´ıa de cuerdas pero no existe la solucio´n correspondiente
a las ecuaciones del flujo del atractor BPS, incluso en reg´ımenes donde la aproximacio´n
de supergravedad es va´lida. No obstante, si se quiere seguir afirmando que la teor´ıa de
cuerdas proporciona una descripcio´n microsco´pica de los agujeros negros parece crucial
poder encontrar un acuerdo entre la descripcio´n supergravitosa y la microsco´pica de
teor´ıa de cuerdas para este tipo de agujeros negros.
La solucio´n a esta paradoja fue descubierta por Denef [56,57]: la conjetura de Moore
puede ser va´lida si no hacemos la restriccio´n de que la solucio´n de supergravedad sea
esfe´ricamente sime´trica y consideramos tambie´n soluciones de tipo multi-agujero negro
formadas por distintas cargas separadas en equilibrio. En efecto, de las ecs. del flujo
del atractor BPS para las soluciones esfe´ricamente sime´tricas que hemos visto en la
seccio´n anterior se deduce que
deU
dτ
= e2U |Zp,q| > 0 (2.103)
d |Zp,q|
dτ
= 4eU∂i |Zp,q|Gij¯ ∂¯j¯ |Zp,q| > 0 (2.104)
es decir, que eU y |Zp,q| son mono´tamente decrecientes a medida que nos acercamos al
horizonte. Puede ocurrir, por tanto, que |Zp,q| se haga cero en un punto τ = τ0 antes
de llegar al horizonte. Recordemos que para pasar de las ecs. (2.78) a las ecs. (2.89),
(2.90), (2.91) y (2.100) hemos supuesto que |Zp,q| es distinto de cero en todo el flujo
del atractor. Por tanto, al llegar a este punto ya no podemos aplicar las ecs. (2.89),
(2.90), (2.91) y (2.100) y hay que recurrir a (2.78). Esta situacio´n puede corresponder
a dos casos:
No existe solucio´n a las ecuaciones del flujo del atractor BPS.
(zi(τ0), z¯
i¯(τ0)) es un punto deM de tipo “conifold” en el que el ciclo Cp,q colapsa
a cero volumen. En este caso los estados BPS de teor´ıa de cuerdas correspon-
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dientes a D3-branas enrolladas en Cp,q se vuelven no-masivos, de manera que la
aproximacio´n de supergravedad que hemos estado utilizando hasta ahora deja de
ser va´lida. De hecho, si se fuerza continuar la solucio´n ma´s alla´ de τ0 lo que se
obtiene es una solucio´n con singularidad desnuda que no tiene significado f´ısico.
Para conocer que´ ocurre f´ısicamente al llegar a este punto hay que considerar la
teor´ıa efectiva modificada para incluir a estas part´ıculas ligeras [58, 59]. Ocurre
aqu´ı un feno´meno parecido al que se da en el mecanismo del “enhanc¸on” [60].
Al igual que ocurre en la ref. [60], en este caso tambie´n es posible obtener una
solucio´n de las ecs. (2.78) si imponemos que, para τ < τ0, U y z
i son constantes.
Estas soluciones se denominan de tipo “agujero vac´ıo” y resultan ser soluciones
que corresponden a una configuracio´n multicentro en la que la carga total (pI , qJ)
esta´ distribuida en la superficie de la esfera τ = τ0.
En general las configuraciones supersime´tricas multicentro corresponden a una me´trica
ds2 = e2U (dt+ ~ω · d~x)2 − e−2Ud~x · d~x (2.105)
en la que U , zi y ~ω son funciones de (x1, x2, x3). Las ecuaciones del flujo del atractor
en este caso son
Im
(
2e−Ue−iαe
K
2 Ω
)
= H(~x) (2.106)
∗3dd3dω =< d3dH,H > (2.107)
donde H(~x) es una funcio´n armo´nica en R3 que toma valores en H3(M,R), y donde
α es ahora un campo independiente, pero que debe tender al argumento de
∑
cargasW
cuando |~x| → +∞. Para el caso en el que hay n cargas localizadas en ~xr, con r = 1, ..., n
se tiene
H(~x) = −
n∑
r=1
γr
|~x− ~xr| + Im
(
2e−Ue−iαW e
K
2 Ω
)∣∣∣
|~x|→∞
(2.108)
donde αW es el argumento de
∑
rWpr,qr . Cada solucio´n a estas ecuaciones se denomina
“flujo del atractor bifurcado” ya que, cerca de cada carga γr, o lejos de todas ellas,
tiende a la del flujo del atractor esfe´ricamente sime´trico. Obse´rvese tambie´n que se trata
de soluciones estacionarias, pero en general no esta´ticas, ya que pueden tener momento
angular intr´ınseco ~w, al tratarse de sistemas de tipo “electro´n-monopolo”. La existencia
de este tipo de soluciones esta´ sujeta a determinadas condiciones de estabilidad que
dependen del los moduli asinto´ticos elegidos. En efecto, de la ec. (2.107) se tiene que
< ∆3dH,H >= 0 (2.109)
Esta u´ltima ecuacio´n implica que
n∑
s=1
< γr, γs >
|~xr − ~xs| = − Im
(
2e−Ue−iαWZpr,qr
)∣∣
|~x|→∞ (2.110)
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Estas condiciones de estabilidad esta´n acordes con condiciones similares encontradas en
el lado microsco´pico [61–63]. En la ref. [64] se muestra co´mo construir expl´ıcitamente
este tipo de soluciones multicentro.
La existencia de este tipo de configuraciones multicentro de agujeros negros ligados
implica que la entrop´ıa no esta´ siempre determinada por las cargas, sino que tambie´n
puede depender de forma discontinua de los moduli en el infinito: si, dada cierta carga
(p, q) asociada a una solucio´n esfe´ricamente sime´trica, existe una regio´n en el espacio
de moduli dentro de la cual sea posible tambie´n una solucio´n multicentro, entonces la
entrop´ıa asociada a la carga (p, q) va a sufrir un salto discontinuo al pasar al interior de
esa regio´n. Todo esto hace que la corespondencia agujeros negros/cuerdas para este tipo
de agujeros negros sea bastante complicada. Se trata de un tema en el que no vamos
a profundizar en esta tesis. Remitimos al lector interesado al trabajo reciente [80] y a
las referencias que contiene.
Tampoco vamos a entrar en el interesante tema del estudio de la correspondencia
AdS/CFT asociada a estos agujeros negros. La geometr´ıa del espacio AdS2 posee la
propiedad especial de tener dos fronteras, en vez de una, como ocurre en los casos de
dimensio´n ma´s alta, y la correspondencia en este caso no se entiende bien. El contaje
de la entrop´ıa para estos agujeros negros tuvo que hacerse [9] en una descripcio´n 11-
dimensional, en teor´ıa M, en la que, al compactificar en el Calabi-Yau, el agujero
negro es una cuerda negra en 5-dimensiones. La geometr´ıa cercana al horizonte de la
cuerda negra es AdS3 × S2 × Mmirror y tiene una CFT asociada que es una d = 2
N = (0, 4) SCFT. El contaje de microestados en esta teor´ıa da como resultado, en el
l´ımite termodina´mico (l´ımite de cargas grandes), una entrop´ıa que coincide con la que
proporciona la fo´rmula (2.99).
Cap´ıtulo 3
Cuerdas topolo´gicas y las
correcciones a la entrop´ıa
Comenzamos este cap´ıtulo dando una breve introduccio´n, en la seccio´n 3.1, de la
materia sobre la que se centra el presente trabajo: las cuerdas topolo´gicas. E´stas consti-
tuyen una versio´n simplificada del sector de la teor´ıa de supercuerdas correspondiente
a las 6 dimensiones compactas (tambie´n llamado “sector interno”), en la que la teor´ıa
superconforme de la hoja de mundo se reduce a una teor´ıa topolo´gica, y en la que la
dependencia que tienen las amplitudes en la me´trica de background del espacio blanco
se reduce a un tipo concreto de para´metros de moduli. La caracter´ıstica que ma´s nos
interesa es la denominada “anomal´ıa holomorfa”: las amplitudes de cuerdas topolo´gicas
tienen una dependencia no-holomorfa en los moduli del espacio blanco. Como veremos
en el cap´ıtulo siguiente, esta dependencia es crucial para que la funcio´n de particio´n de
la teor´ıa tenga estructura de funcio´n de onda. En la seccio´n 3.2 discutimos por que´ la
dependencia anti-holomorfa puede interpretarse como una “background-dependencia”.
Por otro lado, como hemos indicado en el cap´ıtulo anteror, hay un acuerdo to-
tal, en el l´ımite termodina´mico, entre la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking asociada a
los agujeros negros Calabi-Yau supersime´tricos, obtenidos como solucio´n de la teor´ıa
efectiva cuadridimensional de supergravedad, y la entrop´ıa microsco´pica obtenida me-
diante la descripcio´n cuerdosa de e´stos. Pero mediante la teor´ıa de cuerdas podemos
tambie´n calcular correcciones adicionales a esta teor´ıa efectiva cuadridimensional de
supergravedad que, aunque despreciables a bajas energ´ıas, se hacen importantes si
las cargas del agujero negro no son demasiado grandes. Estas correcciones dependen
fuertemente de la topolog´ıa de la variedad compacta M y dan lugar a correcciones a
la entrop´ıa macrosco´pica del agujero negro
S =
1
4
A+ a1logA+ a2
1
A2
+ ... (3.1)
En las secciones 3.3 y 3.4 revisamos brevemente estas correcciones a la entrop´ıa,
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obtenidas mediante el me´todo de Wald [71], para los agujeros negros CY supersime´tri-
cos.
Aparte de esto, teniendo en cuenta el origen microsco´pico cuerdoso de la entrop´ıa
de los agujeros negros podemos obtener, si vamos ma´s alla´ del l´ımite termodina´mico
en el contaje microsco´pico, una expansio´n similar
S = b0A+ b1logA+ b2
1
A2
+ ... (3.2)
Se hace, por tanto, interesante estudiar el posible acuerdo entre los coeficientes ai y
bi para tratar de entender el origen microso´pico de las correcciones (3.1) y estudiar
as´ı la validez de la correspondencia agujeros negros/teor´ıa de cuerdas. No se trata de
un problema sencillo. Debido al hecho de que, ma´s alla´ del l´ımite termodina´mico, las
transformadas de Laplace de la f´ısica estad´ıstica y las de Legendre de la termodina´mica
dan resultados distintos, los distintos colectivos estad´ısticos no son equivalentes ma´s
alla´ de este l´ımite. Es en este contexto en el que han surgido conjeturas como la de
Ooguri-Strominger-Vafa (OSV) [10], que introducimos en la seccio´n 3.5.
3.1. Algunas nociones de cuerdas topolo´gicas
Como ya hemos sen˜alado a comienzos del cap´ıtulo, las cuerdas topolo´gicas son una
versio´n simplificada del sector de la teor´ıa de supercuerdas correspondiente a las 6
dimensiones compactas, en la que la teor´ıa superconforme de la hoja de mundo se
reduce a una teor´ıa topolo´gica, y en la que la dependencia que tienen las amplitudes en
la me´trica de background del espacio blanco se reduce a un tipo concreto de para´metros
de moduli. En esta seccio´n describimos de forma resumida que´ significa e´sto. Para una
descripcio´n ma´s detallada, ve´ase el contenido y las referencias de los reviews [68–70].
Comencemos con la teor´ıa que vive en la hoja de mundo Σg. Al ser Σg una variedad
Riemanniana bidimensional orientable su grupo de estructura es SO(2) = U(1). Los
vectores del espacio tangente complexificado en este caso no forman una representacio´n
irreducible. En efecto, el recubrimiento tangente complexificado se puede descomponer
en suma de dos recubrimientos de dimensio´n compleja 1 cada uno TΣg = T
+Σg ⊕
T−Σg, cuyas funciones de transicio´n son complejas conjugadas. Lo mismo ocurre con
el recubrimiento de esp´ın. Esto implica que, en cada estructura de esp´ın, cada espinor
“fundamental” se puede descomponer en dos componentes con cargas opuestas bajo
U(1). Debido a esta descomposicio´n el superespacio correspondiente a la supersimetr´ıa
global N = 2 que tiene la teor´ıa en la hoja de mundo viene dado por las coordenadas
(w, w¯), (θ+, θ¯−), (θ−, θ¯+) (3.3)
Hemos agrupado estas coordenadas por pares complejos conjugados. Los signos ± en
las coordenadas fermio´nicas indican que la carga frente a U(1) es ±1/2. El contenido de
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materia del modelo sigma no lineal de la teor´ıa en la hoja de mundo se puede agrupar
en tres campos quirales Φµ, con µ = 1, 2, 3,
D¯±Φµ = 0 (3.4)
donde
D¯± ≡ − ∂
∂θ¯
±
+ iθ±∂± (3.5)
siendo ∂+ ≡ ∂w y ∂− ≡ ∂w¯. Adema´s la accio´n puede escribirse como un te´rmino-D
S = t
∫
d2wd4θK(Φ, Φ¯) = −t
∫
d2w
∂2K
∂φµ∂φν¯
hab∂aφ
ν¯∂bφ
µ + ... (3.6)
donde hab es la me´trica en Σg y t es el para´metro que hace de ~
−1. Se observa que la
funcio´n real K hace de potencial de Ka¨hler para el espacio blanco M en las coordenadas
complejas (φµ, φ¯µ¯). M es, por tanto, una variedad Ka¨hler de 3 dimensiones complejas.
El paso a cuerdas topolo´gicas consiste en hacer que una de estas dos simetr´ıas del
superespacio
QA ≡ Q¯+ +Q− = − ∂
∂θ¯
+
− iθ+∂+ + ∂
∂θ
−
+ iθ¯−∂− (3.7)
QB ≡ Q¯+ + Q¯− = − ∂
∂θ¯
+
− iθ+∂+ − ∂
∂θ¯
−
− iθ−∂− (3.8)
actu´e como operador BRST. Pero, para que estas transformaciones sean simetr´ıas de
la teor´ıa, el para´metro asociado a la transformacio´n, que es espinorial, ha se ser covari-
antemente constante para cualquier me´trica general de Σg. La forma de conseguir esto
es redefinir el grupo de estructura U(1) de forma que, o bien el para´metro asociado a
QA, o bien el de QB, sea un escalar constante. Esto se consigue redefiniendo el nuevo
operador de rotacio´n como
MA ≡M − FV (3.9)
MB ≡M − FA (3.10)
donde
M ≡ 2w∂+ − 2w¯∂− + θ+ ∂
∂θ+
− θ− ∂
∂θ−
+ θ¯+
∂
∂θ¯+
− θ¯− ∂
∂θ¯−
(3.11)
es el antiguo generador de rotaciones, y
FV ≡ −θ+ ∂
∂θ+
− θ− ∂
∂θ−
+ θ¯+
∂
∂θ¯+
+ θ¯−
∂
∂θ¯−
(3.12)
FA ≡ −θ+ ∂
∂θ+
+ θ−
∂
∂θ−
+ θ¯+
∂
∂θ¯+
− θ¯− ∂
∂θ¯−
(3.13)
son los generadores vectorial y axial de la simetr´ıa R. A este procedimiento se le de-
nomina “twist topolo´gico”. Hay dos formas inequivalentes, (3.9) y (3.10), de twistear
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la teor´ıa, y esto da lugar a las dos versiones de cuerdas topolo´gicas que hay: el modelo
A (3.9) y el modelo B (3.10).
El presente trabajo versa sobre el modelo B, el cual pasamos a describir. Con la
nueva definicio´n de las rotaciones (3.10) los espinores ψµ± del supercampo Φ
µ transfor-
man como (1, 0) y (0, 1)-formas de la hoja de mundo. Los denotamos como ρµw, ρ
µ
w¯. En
cambio, los espinores ψ¯µ¯± de Φ¯
µ¯ se convierten en escalares en la hoja de mundo1 y los
denotamos por
ηµ¯ = ψ¯µ¯+ + ψ¯
µ¯
− (3.14)
θµ = gµν¯
(
ψ¯ν¯+ − ψ¯ν¯−
)
(3.15)
Una vez integrados los campos auxiliares F µ la densidad lagrangiana puede escribirse
L = −it{QB, V } − t
(
iθµ(∆w¯ρ
µ
w −∆wρµw¯) +
1
2
Rρµν¯σρ
µ
wρ
σ
w¯η
ν¯θρ
)
(3.16)
donde ∆± son las derivadas covariantes actuando sobre ρµ y
V = gµν¯
(
ρµw∂w¯φ¯
ν¯ + ρµw¯∂wφ¯
ν¯
)
(3.17)
Ahora le teor´ıa tiene una simetr´ıa escalar QB tal que Q
2
B = 0. El primer te´rmino en
(3.16) es QB-exacto, mientras que el segundo puede escribirse como una (1, 1)-forma
en la hoja de mundo, cuya integral es independiente de la me´trica. Por tanto, el tensor
energ´ıa impulso es QB-exacto
Tab = {QB, Gab} (3.18)
Si definimos los operadores f´ısicos como aquellos pertenecientes al grupo de cohomolog´ıa
de QB, e independientes de la me´trica de la hoja de mundo, entonces las funciones de
correlacio´n de los operadores f´ısicos (los observables) son independientes de la me´trica
de la hoja de mundo. Por tanto, la teor´ıa es topolo´gica2. Ma´s aun, si redefinimos
tθµ como θµ, podemos ver que la u´nica dependencia de la accio´n en t esta´ en un
te´rmino QB-exacto, con lo que los obserables f´ısicos no dependen de t y el l´ımite cla´sico
t → ∞ es exacto. Las soluciones a las ecuaciones de movimiento cla´sicas para φµ, φ¯µ¯
son simplemente funciones constantes, de tal forma que las integrales de camino de
esta teor´ıa se reducen a integrales sobre el espacio blanco M . Adema´s, la variacio´n de
la accio´n con respecto a la clase de Ka¨hler del espacio blanco es QB-exacta, con lo que
la teor´ıa tampoco depende de los moduli de Ka¨hler del espacio blanco. En cambio, de
la accio´n de QB sobre los campos
{QB, φµ} = 0 (3.19)
{QB, φ¯µ¯} = −ηµ¯
{QB, θµ} = 0
{QB, ηµ¯} = 0
1No´tese que siguen siendo cantidades de Grassmann.
2A este tipo de teor´ıas de campos topolo´gicas basadas en una s´ımetr´ıa con las propiedades de QB
se les denomina teor´ıas cohomolo´gicas.
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se observa que la teor´ıa depende fuertemente de la estructura compleja concreta que
tenga el espacio blanco. De estas ecuaciones tambie´n podemos ver que los operadores
f´ısicos locales se pueden escribir de forma general como
OB = Bν¯1...ν¯qµ¯1...µ¯p(φ, φ¯)ηµ¯1 ...ηµ¯pθν1 ...θνq (3.20)
Si consideramos B como una (0, p)-forma que toma valores en ∧qT (1,0)M , de las ecua-
ciones (3.19) se tiene
{QB,OB} = −O∂¯B (3.21)
Dado que los observables f´ıscos no son so´lo QB-cerrados, sino que son representantes de
las clases de QB-cohomolog´ıa no triviales, tenemos, por tanto, una identificacio´n entre
los operadores f´ısicos locales OB de la teor´ıa y las clases de cohomolog´ıa de la variedad
Ka¨hler M .
Para definir la teor´ıa de cuerdas es necesario acoplar esta teor´ıa de campos coho-
molo´gica a gravedad bidimensional. Esto se hace en teor´ıa de cuerdas incluyendo, en
las amplitudes para cada topolog´ıa de Σg, por un lado, una integracio´n sobre me´tricas
conformemente equivalentes y, por otro, una integracio´n sobre los moduli de estructura
compleja de Σg. Puede verse que en este caso la carga central twisteada de la teor´ıa es
cero, por lo que la primera integracio´n no conlleva ningu´n problema por la anomal´ıa
conforme. En cuanto a la segunda integracio´n, es necesario introducir una medida bien
definida globalmente, tanto en el espacio de moduli Mg de Σg como en Σg. El hecho
de que el a´lgebra N = 2 superconforme twisteada sea isomorfa a un suba´lgebra del
a´lgebra de simetr´ıa de la cuerda boso´nica, donde QB juega el papel del operador BRST
de la cerda boso´nica, lleva a considerar, para g > 1, la medida∫
Mg
3g−3∏
α=1
dmαdm¯α¯
∫
Σg
Gww(µα)
w
w¯
∫
Σg
Gw¯w¯(µ¯α¯)
w¯
w (3.22)
donde mα, α = 1, ..., 3g − 3, son los moduli de Σg y (µα)ww¯ son los diferenciales de
Beltrami, que dan una base de vectores tangentes en Mg. No´tese que esta media
inplica una serie de inserciones fermio´nicas en la integrales de camino que calculan los
correladores que depende de la dimensio´n total deMg. Para g > 1 puede verse que estas
inserciones fermio´nicas son precisamente las necesarias para cancelar los modos cero
de los operadores D± sea cual sea el mapa φ : Σg → M so´lo si M tiene 3 dimensiones
complejas y primera clase de Chern nula. Por tanto, las funciones de correlacio´n de
la teor´ıa en las que no hay insertado ningu´n otro operador ma´s3 son no triviales para
g > 1 y las denotamos como Fg.
3Estamos hablando, por consiguiente, de la funcio´n de particio´n desde el punto de vista de la teor´ıa
de campos en Σg. No obstante, desde el punto de vista de la teor´ıa de cuerdas en M estos correladores
son las energ´ıas libres. A las cantidades Fg se las denomina energ´ıas libres de la cuerda topolo´gica a
ge´nero g en M .
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Los casos g = 0 y g = 1 son especiales. El espacio de moduli de Σg=0 es cero-
dimensional, con lo que no hay que introducir ninguna medida de integracio´n. Esto
implica que, para cancelar los modos cero fermio´nicos, y obtener as´ı un correlador no
nulo, tenemos que introducir el operador OiOjOk, siendo
Oi = Bν(i)µ¯ (φ, φ¯)ηµ¯θν (3.23)
Denotamos estos correladores por C
(g=0)
ijk . No´tese que los operadores Oi corresponden,
si multiplicamos B(i) por la 3-forma holomorfa Ω de M , a elementos de H2,1(M). Es
por ellos que los ı´ndices i, j, k van desde 1 hasta h2,1. En el caso de g = 1, el espacio de
moduli es de una dimensio´n compleja y hay, por tanto, que integrar en el para´metro
modular del toro. Esto implica una insercio´n de GG¯ con lo que hay que introducir el
operador Oi. Denotamos el correlador resultante por C (g=1)i .
Por otro lado, como la teor´ıa twisteada es cohomolo´gica, a los operadores locales
Oi podemos asociarles operadores no locales∫
Σg
O(2)i = −
∫
Σg
{Gb, [Ga,Oi]}dxa ∧ dxb (3.24)
donde G± = ±12Q± son las cargas asociadas a las corrientes G±±. Puede verse que
estos operadores pueden usarse para deformar la teor´ıa
δS = ti
∫
Σg
O(2)i + t¯i¯
∫
Σg
O¯(2)
i¯
(3.25)
Estas deformaciones corresponden a variaciones de la estructura compleja del espacio
blanco M de manera que lo que tenemos es una familia completa de teor´ıas en las
que las amplitudes Fg dependen del punto concreto en el espacio de moduli M de
estructuras complejas de M . No obstante, estas cantidades no son funciones en M,
sino secciones del recubrimiento L2−2g sobreM. Sus derivadas convariantes se escriben
DiFg = [∂i − (2g − 2)K]Fg (3.26)
En general podemos considerar correladores con un nu´mero arbitrario de inserciones de
los operadores
∫
Σg
O(2)i . Denotamos estos correladores por C (g)i1...in . E´stos son secciones
del recubrimiento Simn(T ∗(1,0)M)⊗L2−2g. As´ı, por ejemplo, la derivada covariante para
C
(g)
j se escribe
DiC
(g)
i = [∂j − (2g − 2)K]C(g)j − ΓkijC(g)k (3.27)
Podemos hablar de correladores C
(g)
i1...in
para todo g ≥ 0 y para todo n ≥ 0 si definimos
C(0) = C
(0)
i = C
(0)
ij = C
(1) = 0 (3.28)
C(g) ≡ Fg para g > 1 (3.29)
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Una forma de generar inserciones de los operadores
∫
Σg
O(2)i en los correladores es
derivar con respecto a ti. Por ello las secciones Fg(t, t¯) pueden considerarse como fun-
ciones generatrices de los correladores C
(g)
i1...in
(t, t¯). En concreto se tiene
C
(g)
i1...in
=

Di1 ...DinFg para g > 1
Di1 ...Din−3C
(0)
in−2in−1in
para g = 0
Di1 ...DinF1 para g = 1
Di1Di2Di3F0 para g = 0, n = 3
(3.30)
donde a los potenciales F0 y F1, que son secciones de L2 y L0, se les denomina energ´ıas
libres a ge´nero cero y uno respectivamente. La funcio´n de tres puntos Cijk = C
(g=0)
ijk
esta´ relacionada con la curvatura deM mediante la fo´rmula de geometr´ıa especial
Rij¯kl¯ = Gij¯Gkl¯ +Gil¯Gkj¯ − e2KCikmC¯j¯ l¯n¯Gmn¯. (3.31)
de forma que la energ´ıa libre a ge´nero cero coincide con el prepotencial de M .
3.2. Anomal´ıa holomorfa
En la seccio´n anterior se ha indicado que las funciones de correlacio´n de la cuerda
topolo´gica pueden deformarse an˜adiendo a la accio´n el te´rmino
δS = ti
∫
Σg
O(2)i + t¯i¯
∫
Σg
O¯(2)
i¯
(3.32)
Es un requerimiento de la teor´ıa supersime´trica N = 2, antes del twisteo, que las can-
tidades t¯i¯ sean los complejos conjugados de ti. Pero dado que estamos considerando la
teor´ıa twisteada, es ma´s general considerar perturbaciones en las que t no tenga nece-
sariamente que ser el complejo conjugado de t¯. Para evitar confusio´n, el convenio que
utilizamos aqu´ı es seguir manteniento t como el complejo conjugado de t¯ y escribimos
δS = (ti + xi)
∫
Σg
O(2)i + t¯i¯
∫
Σg
O¯(2)
i¯
(3.33)
A primera vista parece que no estamos consiguiendo ninguna deformacio´n nueva. Esto
se debe a que, aparentemente, los observables de la teor´ıa no dependen de t¯, con lo que
la u´nica dependencia ser´ıa en t + x, que podr´ıamos finalmente renombrar como t. En
efecto, el operador
∫
Σg
O¯(2)
i¯
es QB-exacto
(O¯(2)
i¯
)+− =
1
8
{QB, [Q¯− − Q¯+, O¯i]} (3.34)
con lo que toda derivada respecto de t¯i¯ de los observables de la teor´ıa deformada
mediante (3.33) es un correlador que da cero como resultado.
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Pero este argumento, aunque correcto para la teor´ıa cohomolo´gica, no lo es para la
teor´ıa de cuerdas topolo´gicas. En este caso la integracio´n en lo moduli de Σg implica
la insercio´n en los correladores de los operadores
G · µα ≡
∫
d2wGww(µα)
w
w¯ (3.35)
E´stos no anticonmutan con QB. De hecho, su anticonmutador es precisamente la deriva-
da de la accio´n con respecto de mα
{QB, G · µα} = T · µα = ∂S
∂mα
(3.36)
Esto implica que
∂Fg
∂t¯i¯
=
∫
Mg
3g−3∏
α=1
dmαdm¯α¯
∑
β,γ
∂2
∂mβ∂mγ
〈(∏
δ 6=β
∫
Σg
G · µβ
)(∏
δ 6=γ
∫
Σg
G · µ¯γ
)∫
Σg
O¯(2)
i¯
〉
(3.37)
Se trata de una integracio´n sobre Mg de una derivada total, y esta integracio´n no es
cero debido a las contribuciones de las fronteras deMg. Estas fronteras corresponden
a los puntos donde algu´n ciclo de Σg degenera. Esta degeneracio´n puede ocurrir de dos
formas distintas. Puede ocurrir que el ciclo de Σg, al degenerar, de´ como resultado una
u´nica superficie de ge´nero g− 1. Pero tambie´n puede pasar que Σg se descomponga en
dos superficies de ge´nero r y g− r. Estas dos contribuciones dan lugar respectivamente
a los dos te´rminos de la siguiente fo´rmula [14]
∂Fg(t, t¯)
∂t¯i¯
=
1
2
C¯i¯j¯k¯e
2KGj¯jGk¯k
(
DjDkFg−1 +
g−1∑
r=1
DjFrDkFg−r
)
(3.38)
para g > 1. La anomal´ıa holomorfa para F1 es
∂
∂ti
∂
∂t¯j¯
F1 =
1
2
e2KCiklC¯j¯k¯l¯ G
kk¯Gll¯ −
( χ
24
− 1
)
Gij¯ (3.39)
En cambio, al no tener inserciones de tipo G · µ, F0 s´ı que es holomorfa.
Siguiendo a Witten [12], interpretamos aqu´ı esta dependencia en t¯ como una depen-
dencia en el background. La idea es que t¯ determina la teor´ıa f´ısica original (3.32) que
ha sido posteriormente twisteada y deformada (3.33) por los operadores
∫
Σg
O(2)i con
coeficientes xi. Desde este punto de vista, la dependencia en t¯ significa que la cuerda
topolo´gia “se acuerda” de la teor´ıa f´ısica particular de la que se partio´. E´sta define
el punto de base del espacio de las teor´ıas. Por este motivo tratamos a las cantidades
(ti, t¯i¯), donde insistimos en que ti es la compleja conjugada de t¯i¯, como coordenadas
que parametrizan el espacio de moduli M de estructuras complejas en M , mientras
que xi son las coordenadas de un vector tangente holomorfo
xi
∂
∂ti
∈ T (1,0)(t,t¯) M (3.40)
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en el punto (t, t¯).
Podemos agrupar todas las amplitudes C
(g)
i1...in
a todo ge´nero g en una funcio´n gen-
eratriz
W (λ, xi; ti, t¯i¯) :=
∞∑
g=0
∞∑
n=0
1
n!
λ2g−2 C(g)i1···in(t, t¯) x
i1 · · · xin +
( χ
24
− 1
)
logλ. (3.41)
donde χ es el nu´mero de Euler de M . Se trata de una serie definida formalmente
que no tiene por que´ converger. El para´metro λ introducido aqu´ı juega el papel de
acoplo para la cuerda topolo´gica y es una seccio´n de L. Las amplitudes a distintos
ge´neros se obtienen simplemente derivando λ2W con respecto a λ 2g veces y mandando
posteriormente λ a cero. La funcio´n de particio´n de cuerdas topolo´gicas se define como
Ztop(λ, x
i; ti, t¯i¯) = exp
[
W (λ, xi; ti, t¯i¯)
]
(3.42)
y, debido al segundo te´rmino de la definicio´n (3.41), es una seccio´n de L χ24−1. Uno
podr´ıa pensar que, debido a la deformacio´n (3.33), Ztop es funcio´n de (t
i + xi, t¯i¯, de tal
forma que ∂
∂ti
Ztop =
∂
∂xi
Ztop. Pero esto no es as´ı. Las reglas de seleccio´n (3.28) implican
que la ligadura entre la dependencia en ti y xi es[
∂
∂ti
− Γkijxj
∂
∂xk
+ ∂iK
(
χ
24
− 1− λ ∂
∂λ
)
− ∂
∂xi
+ ∂iF1 +
1
2λ2
Cijkx
jxk
]
Ztop = 0
(3.43)
Por otro lado, las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa para Ztop se escriben[
∂
∂t¯i
− λ
2
2
e2KC¯i¯j¯k¯G
jj¯Gkk¯
∂2
∂xj∂xk
+Gi¯jx
j
(
λ
∂
∂λ
+ xk
∂
∂xk
)]
Ztop = 0 (3.44)
3.3. Entrop´ıa de los agujeros negros como una car-
ga de Noether
La derivacio´n tradicional de las leyes termodina´micas de los agujeros negros en
Relatividad General se basa en la utilizacio´n de muchas propiedades detalladas de las
ecuaciones de Einstein, esto es, de la forma concreta de la accio´n. Sin embargo, si quer-
emos calcular las correcciones (3.1) a la entrop´ıa de los agujeros negros, necesitamos un
procedimiento que sea independiente de la forma concreta de la accio´n. Una posibilidad
es usar el me´todo de la integral de camino eucl´ıdea [66,67]. En la ref. [71], Wald muestra
que se sigue cumpliendo la primera ley de la meca´nica de agujeros negros para todo
agujero negro estacionario con horizonte de Killing bifurcado en toda teor´ıa general
del campo gravitatorio que sea derivable de una lagrangiana. El te´rmino que juega el
papel de entrop´ıa en esta ley es la carga de Noether de la superficie de bifurcacio´n S0
asociada al campo vectorial de Killing, que se anula en S0. Tambie´n demuestra que esta
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entrop´ıa coincide con la que se obtiene utilizando el me´todo de la integral de camino
eucl´ıdea.
Para describir brevemente esta derivacio´n [71, 72] vamos a considerar una teor´ıa
general en una variedad espacio-temporal X de n dimensiones. Vamos a denotar por
φ el conjunto de todos los campos dina´micos, incluyendo la me´trica. El caso concreto
que nos interesa, la teor´ıa efectiva de supergravedad N = 2 de la seccio´n 2.2 con todas
las correcciones que queramos, esta´ claramente incluido en esta suposicio´n general, con
n = 4. Escribimos la lagrangiana L como una n-forma, funcio´n de φ y de sus derivadas.
La invariancia bajo difeomorfismos de la teor´ıa implica entonces
ψ : X → X =⇒ L[ψ∗(φ)] = ψ∗ (L[φ]) (3.45)
Si consideramos que el difeomorfismo ψ esta´ generado por el campo vectorial ξ el lado
derecho de la ec. (3.45) se escribe como una derivada de Lie
δξL = d(ξ · L) (3.46)
Pero, por otro lado, el lado izquierdo se escribe, denotando la variacio´n de φ por δξφ,
como
δξL = Eδξφ+ dΘ[δξφ] (3.47)
Aqu´ı E es una n-forma, funcio´n de φ y de sus derivadas, que da lugar a las ecuaciones
de movimiento cla´sicas (E = 0), y Θ[δξφ] es una (n − 1)-forma, funcio´n tambie´n de
φ y de sus derivadas, que depende linealmente de δξφ y de sus derivadas. Θ[δξφ] se
denomina la (n− 1)-forma de corriente simple´ctica. Por tanto, si definimos
j = Θ(φ, δξφ)− ξ · L (3.48)
la ecuacio´n (3.45) implica que
dj = −Eδξφ (3.49)
La (n− 1)-forma j es, por consiguiente, la corriente de Noether asociada a la simetr´ıa
local ψξ (es una forma cerrada si la evaluamos en una configuracio´n de campo que
satisface las ecuaciones de movimiento). Existe, al menos localmente, una (n−2)-forma
Q, que es la correspondiente forma de carga de Noether, tal que
j = dQ (3.50)
que es u´nica salvo adicio´n de una (n−2)-forma exacta y cerrada. En una configuracio´n
de campo que satisfaga las ecuaciones de movimiento se tiene que
0 =
∫
V⊂X
dj =
∫
Σ2
j −
∫
Σ1
j =⇒
∫
Σ1
j =
∫
Σ2
j (3.51)
Esta u´ltima integral es, adema´s, independiente de la familia de superficies de Cauchy
que se tomen para foliar X. Adema´s∫
Σ
j =
∫
∂Σ
Q (3.52)
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es la carga de Noether de ∂Σ relativa a ξ.
Si hacemos ahora una pequen˜a variacio´n δφ sobre la solucio´n φ, se tiene
δj = δΘ[δξφ]− ξ · δL = δΘ[δξφ]− ξ · dΘ[δφ] = ω[δφ, δξφ] + d (ξ ·Θ[δφ]) (3.53)
donde
ω[δφ, δξφ] := δΘ[δξφ]− δξΘ[δφ] (3.54)
es la (n − 1)-forma corriente simple´ctica asociada a L. Se puede ver que ω[δφ, δξφ]
depende linealmente de δφ, δξφ y de sus derivadas y que es antisime´trica bajo el in-
tercambio δφ ←→ δξφ [73]. Si suponemos ahora que ξ es un vector de Killing de la
solucio´n, entonces δξφ = 0, con lo que se obtiene
δj = d (ξ ·Θ[δφ]) (3.55)
Consideramos, adema´s, que δ es una variacio´n de los campos que satisface las ecuaciones
de movimiento linearizadas de la teor´ıa. Entonces podemos escribir, por lo menos lo-
calmente, δj = dδQ. Si suponemos tambie´n que la solucio´n estamos considerando es un
agujero negro estacionario con horizonte bifurcado S0 (superficie (n− 2)-dimensional)
donde el vector de Killing ξ se anula, y que Σ es una superficie de Cauchy que va desde
el infinito hasta el horizonte, entonces∫
Σ
δj = δ
∫
S∞
Q− δ
∫
S0
Q (3.56)∫
Σ
d (ξ ·Θ[δφ]) =
∫
S∞
ξ ·Θ[δφ] (3.57)
Vamos a considerar, por simplicidad, que el agujero negro no tiene cargas, ni ele´ctricas
ni magne´ticas, y que es esta´tico. Esto implica que ξ = ∂
∂t
. Finalmente, utilizamos que
la masa ADM del agujero negro viene dada por
E =
∫
S∞
Q ∂
∂t
−
∫
S∞
∂
∂t
·B (3.58)
donde ∂
∂t
·B es una (n− 2)-forma cuya variacio´n es ∂
∂t
·Θ[δφ]. Se llega entonces a
δE = δ
∫
S0
Q ∂
∂t
(3.59)
Esta es la primera ley de la meca´nica de agujeros negros. La cantidad que juega al
papel de entrop´ıa es
SBHW = 2pi
∫
S0
Q˜ ∂
∂t
(3.60)
donde Q˜ ∂
∂t
= Q ∂
∂t
/κ es la (n− 2)-forma de carga de Noether reescalada asociada a ∂
∂t
y κ es la gravedad de superficie del agujero negro, cuya relacio´n con la temperatura es
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κ = 2piT . Fuera de la superficie de bifurcacio´n el potencial de Noether reescalado es
ma´s complicado porque ξ no se anula. No obstante, se puede ver [74] que los te´rminos
en Q˜ que se anulan en S0 no contribuyen a la entrop´ıa cuando evaluamos la integral
en la seccio´n espacial Sh del horizonte de sucesos. Por tanto, se puede usar Sh para
calcular SBHW. Situa´ndonos en el caso 4-dimensinal y escribiendo las 2-formas como
densidades tensoriales podemos escribir
SBHW = 2pi
∫
Sh
dσmnQ˜
mn
∂
∂t
(3.61)
Esta derivacio´n tambie´n puede generalizarse para el caso que nos interesa en el que
el agujero negro esta´ cargado, obten´ıendose el mismo resultado (3.61). Tambie´n se
muestra en la ref. [74] que si la lagrangiana no depende de las derivadas del tensor de
Riemann, entonces Q˜µν∂
∂t
puede calcularse fa´cilmente mediante la expresio´n
Q˜mn∂
∂t
= − ∂L
∂Rmnsr
sr (3.62)
Naturalemte esta derivacio´n de la entrop´ıa del agujero negro como una carga de
Noether so´lo puede hacerse para agujeros negros no-extremales, que son los que tienen
horizonte bifurcado. No obstante, este me´todo tambie´n se puede usar para agujeros
negros extremales si consideramos estos u´ltimos como el l´ımite de cero temperatura
del caso general no-extremal. Por tanto, podemos seguir usando la ec. (3.61) para el
caso que nos interesa de agujeros negros extremales.
3.4. Entrop´ıa de Bekenstein-Hawking-Wald para agu-
jeros negros CY supersime´tricos
Una vez tenemos la fo´rmula de la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking-Wald (3.61) lo
que necesitamos para aplicarla es la forma de la accio´n corregida y las correcciones
que e´sta da a la correspondiente solucio´n de tipo agujero negro. En general, no es
fa´cil calcular en teor´ıa de cuerdas las correcciones adicionales a la teor´ıa efectiva de
baja energ´ıa. Afortunadamente, en el caso concreto que nos insteresa de supergravedad
N = 2 d = 4 acoplada a multipletes vectoriales este problema se simplifica para un tipo
concreto de correcciones. Es conveniente estudiar estas correcciones en una descripcio´n
de superespacio “off-shell” que tiene la teor´ıa (ve´ase [76]), en la que los elementos
ba´sicos son el supercampo quiral de Weyl W , cuya componente ma´s baja es el tensor
campo electromagne´tico T asociado al gravifoto´n, y los h2,1 + 1 supercampos quirales
de materia X˜I , cuyas componentes ma´s bajas son los campos XI . Dada una funcio´n
F (X˜,Γ) holomorfa y homoge´nea de grado 2, con Γ = W 2, regular en Γ = 0
F (X˜,Γ) =
∞∑
g=0
ΓgFg(X˜) (3.63)
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denominada prepotencial generalizado, se puede construir la integral∫
d4θd4xF (X˜,Γ) = So+
∫ ∞∑
g=1
Fg(X)
(
gR2T 2g−2 + 2g(g − 1)(RT )2T 2g−4)+ ... (3.64)
de tal manera que se reproduce la lagrangiana (2.21) sin corregir, ma´s toda una serie de
correcciones de tipo “te´rminos F” de orden ma´s alto en la curvatura. Para obtener los
coeficientes Fg(X) habr´ıa que calcular la amplitud de scattering de 2 gravitones y 2g−2
gravifotones en la teor´ıa de cuerdas tipo IIB compactificada en M . En este contexto
los te´rminos Fg surgen como efectos de orden 2g − 2 en gs, pero son te´rminos a nivel
a´rbol en α′. En las refs. [14,75] se muestra que este problema se reduce a un ca´lculo en
la teor´ıa de cuerdas topolo´gicas modelo B en M , de tal forma que los coeficientes Fg
son precisamente las energ´ıas libres a ge´nero g de la cuerda topolo´gica. La idea es que
la insercio´n de 2g − 2 operadores ve´rtice de gravifoto´n induce una carga de fondo que
da lugar al twist topolo´gico (3.10). La propiedad de homogeneidad de F (X,Γ)
F (aX˜, a2Γ) = a2F (X˜,Γ) (3.65)
se traduce en
2F = X˜
∂F
∂X˜
+ 2Γ
∂F
∂Γ
(3.66)
Puede verse4 que en esta teor´ıa corregida tambie´n se da el fe´nomeno del atractor para
los agujeros negros CY supersime´tricos, pero ahora hay que sustituir las ecuaciones del
atractor (2.96) por
pI = Re
(
CXI
)
(3.67)
qI = Re
(
∂F (CX,Γ)
∂(CXI)
)
(3.68)
Γ = 256 (3.69)
El mo´dulo al cuadrado del campo “carga central” en el horizonte es ahora
|Zpq|2 = 1
2i
[
qICX
I − pI ∂F (CX,Γ)
∂(CXI)
]
(3.70)
donde CXI esta´n evaluados ahora en el nuevo punto del atractor (corregido). Esto
implica que el a´rea del horizonte A = 4pi|Zpq|2 tiene ahora correcciones que so´lo son
importantes si las cargas (pI , qJ) del agujero negro no son demasiado grandes. Adema´s
de estas correcciones al a´rea, la entrop´ıa ya no viene dada por A/4, sino por la fo´rmula
de Wald (3.61), que en este caso da
SBHW(p, q) = pi
[
|Zpq|2 + 4ΓIm∂F
∂Γ
]
= +i
pi
2
F (CX,Γ)− ipi
2
F¯ (C¯X¯,Γ) +
pi
2
qIφ
I (3.71)
4Ve´ase las refs. [76, 77] y las citas que contiene.
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donde φI = 2Im(CXI).
No obstante, para ser ma´s preciso, la expresio´n (3.64) no es la accio´n efectiva “f´ısica”
(1PI) de la teor´ıa, sino la accio´n efectiva Wilsoniana. En cambio, lo que calculan las
cantidades no holomorfas F topg (X, X¯) son los acoplos f´ısicos R
2T 2g−2, que son distintos
de los acoplos holomorfos Wilsonianos Fg(X) que aparecen en la ec. (3.64) debido a
las contribuciones de las part´ıculas sin masa. Pero es con la accio´n de 1PI con la que
hay que trabajar para estudiar las soluciones de tipo agujero negro, el mecanismo del
atractor y la entrop´ıa. Por tanto, la fo´rmula (3.71) so´lo es va´lida en el l´ımite en el
que podemos despreciar las contribuciones no holomorfas a F topg . Para obtener una
expresio´n general hay que hacer el cambio [77]
F (X,Γ)→ Fmod(X, X¯,Γ, Γ¯) (3.72)
en la accio´n efectiva, donde
Fmod(X, X¯,Γ, Γ¯) = F (X,Γ)− iΩ(X, X¯,Γ, Γ¯) (3.73)
con Ω(X, X¯,Γ, Γ¯) una funcio´n real homoge´nea
Ω(aX, bX¯, a2Γ, b2Γ¯) = a2Ω(X, X¯,Γ, Γ¯) (3.74)
que contiene las correcciones no holomorfas al prepotencial generalizado. De la ec.
(3.74) se tiene
2Ω = X
∂Ω
∂X
+ 2Γ
∂Ω
∂Γ
(3.75)
0 = X
∂Ω
∂X¯
+ 2Γ
∂Ω
∂Γ¯
(3.76)
Con los convenios utilizados en este trabajo la relacio´n entre Fmod y las energ´ıas libres
de la cuerda topolo´gica es
Fmod(CX, C¯X¯,Γ = 256, Γ¯ = 256) = − 2
pi
i
∑
g
(
2√
pi
)2g−2
F gtop(CΩ, C¯Ω¯) =
= − 2
pi
i
∑
g
(
2√
piC
)2g−2
F gtop(Ω, Ω¯) (3.77)
Con el cambio (3.72) se llega a las ecuaciones del atractor corregidas
pI = Re
(
CXI
)
(3.78)
qI = Re
(
∂Fmod(CX, C¯X¯,Γ, Γ¯)
∂(CXI)
− ∂Fmod(CX, C¯X¯,Γ, Γ¯)
∂(C¯X¯I)
)
Γ = 256
y la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking-Wald es
SBHW(p, q) = +i
pi
2
Fmod(CX, C¯X¯,Γ, Γ¯)− ipi
2
F¯mod(C¯X¯, CX, Γ¯,Γ) +
pi
2
qIφ
I (3.79)
con CXI y Γ evaluados en el punto del atractor corregido.
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3.5. Generalizaciones de BHW
Como se observa en la ref. [77], la entrop´ıa (3.79) puede escribirse como una trans-
formada de Legendre de la funcio´n generalizada de Hesse
Hmod(φ, χ) = −ImFmod(CX, C¯X¯,Γ = 256, Γ¯ = 256)− χ
2
pX (3.80)
donde
φI = 2Im(CXI) (3.81)
χI = −2Im
(
∂Fmod(CX, C¯X¯,Γ, Γ¯)
∂(CXI)
− ∂Fmod(CX, C¯X¯,Γ, Γ¯)
∂(C¯X¯I)
)
(3.82)
y pIX = Re(CX
I), como funcio´n de (φ, χ), viene dado por la solucio´n de la ec. (3.82).
En concreto,
SBHW(p, q) = piΣ(φ, χ, p, q)|φpq ,χpq = pi
[
Hmod(φ, χ) + χ
2
p+
φ
2
q
]∣∣∣∣
φp,q ,χp,q
(3.83)
donde φpq, χpq son las soluciones de
∂Σ
∂φ
= 0 (3.84)
∂Σ
∂χ
= 0 (3.85)
Como las cantidades φI y χJ juegan el papel de potenciales termodina´micos asociados,
respectivamente, a qI y p
J , esta transformada de Legendre se puede interpretar como
la t´ıpica relacio´n, en el l´ımite termodina´mico, entre las energ´ıas libres asociadas a
los colectivos microcano´nico y cano´nico, donde φI y χJ son las variables del colectivo
cano´nico, y el l´ımite termodina´mico es el l´ımite de cargas grandes. Esta analog´ıa formal
conduce la conjetura [77] de que la funcio´n de particio´n exacta del agujero negro en el
colectivo cano´nico es igual a
ZBH(χ, φ) = exp [piHmod(φ, χ)] (3.86)
No´tese que esta conjetura implica que la entrop´ıa de BHW es la entrop´ıa exacta mi-
crosco´pica que puede calcularse a partir de este colectivo cano´nico es decir, que las
fo´rmulas (3.1) y (3.2) coinciden si se elige como colectivo provilegiado el colectivo
cano´nico. Si asumimos esta conjetura, el nu´mero exacto de microestados compatibles
Ω(p, q) asociados al agujero negro es
ΩCdWKM(p, q) := expSCdWKM(p, q) =
∫
dφdχ exp [piΣ(φ, χ, p, q)] (3.87)
SBHW(p, q) ser´ıa, por tanto, la aproximacio´n de punto de silla de SCdWKM(p, q), que es
una entrop´ıa positiva e invariante simple´ctica.
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Esta propuesta de los autores de la ref. [77] es posterior a la conjetura OSV [10], y
generaliza tanto esta u´ltima como a la entrop´ıa de BHW . Esto es as´ı porque, a partir
de SCdWKM(p, q) se puede obtener la fo´rmula de OSV si aproximamos la integral en χ
por el me´todo del punto de silla [10]
expSCdWKM(p, q) ≈ expSOSV(p, q) =
∫
CM
dφm(CX, C¯X¯)
∣∣∣exp ipi
2
Fmod(CX, C¯X¯, 256)
∣∣∣2 epi2 qφ
(3.88)
donde CX = p+ iφ
2
y donde CM es un camino enM que corresponde a los puntos en
los que Re(CX) = p. Por otro lado m(CX, C¯X¯) es un factor que viene de la integracio´n
gaussiana que asegura que toda la expresio´n sea invariante simple´ctica Desde el punto
de vista de la conjetura (3.87) la fo´rmula de OSV es so´lo una aproximacio´n. No obstante,
si tomamos el punto de vista de que la fo´rmula exacta es (3.88), lo que la conjetura nos
esta´ diciendo es que la funcio´n de particio´n exacta del agujero negro en un colectivo
mixto en el que esta´n fijados pI y φI
ZBH(p, φ) =
∑
q
Ω(p, q)e−
pi
2
qφ (3.89)
es igual a
ZBH(p, φ) =
∣∣expFtop(2/C√pi,Ω, Ω¯)∣∣2 (3.90)
Por otro lado, si evaluamos la integral en φ de la ec. (3.88) en el punto se silla, lo que
se obtiene es SBHW(p, q).
El punto de vista que adoptamos como ma´s natural en el presente trabajo es el de
la conjetura OSV. Esto se debe a lo siguiente. Ya hemos sen˜alado que SBHW coincide
con la entrop´ıa que se obtiene con el me´todo de la integral de camino eucl´ıdea en la
que se fijan la clase topolo´gica de los campos gauge (es decir, pI) y el valor asinto´tico
de los potenciales (es decir, φI). Por tanto SBHW va a ser la transformada de Legendre
de la energ´ıa libre correspondiente al colectivo mixto (pI , φJ), y esto es precisamente
lo que se obtiene de la ec. (3.90). Obse´rvese tambie´n que la ec. (3.90) es una igualdad
entre dos expansiones perturbativas: en el lado derecho se tiene una expansio´n en el
acoplo de la cuerda topolo´gica y en el lado izquierdo en el inverso de la carga central del
agujero negro. Esta relacio´n propuesta entre estas dos expansiones y la bu´squeda de su
extensio´n no perturbativa constituyen gu´ıas muy u´tiles para el desarrollo del programa
propuesto de examinar la correspondencia agujeros negros/cuerdas ma´s alla´ del l´ımite
termodina´mico. Este es el motivo por el que la lista de trabajos en los que esta conjetura
ha sido estudiada y refinada es extens´ısima. Sirvan como ejemplos las referencias [18,
20,77–80,88,89,92,95,99–110].
Cap´ıtulo 4
Cuantizacio´n de H3(CY3, R)
En el cap´ıtulo anterior hemos visto que la dependencia no holomorfa de las ampli-
tudes de la cuerda topolo´gica puede interpretarse como una dependencia en el back-
ground. Inmediatamente despue´s de que las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa fueran
derivadas a partir de la formulacio´n de la teor´ıa en la hoja de mundo [13, 14], Wit-
ten [12], en un intento de abordar el problema de la dependencia en el background en
teor´ıa de cuerdas en esta versio´n simplificada, hallo´, para el modelo B, que la funcio´n de
particio´n de la cuerda topolo´gica Ztop puede interpretarse como una funcio´n de onda,
obtenida mediante la cuantizacio´n del espacio de 3-formas de cohomolog´ıa H3(M,R),
donde M es el CY3 donde la cuerda se “propaga”. Esta interpretacio´n mecano-cua´ntica
de la anomal´ıa holomorfa ha sido reelaborada y desarrollada ma´s recientemente en los
trabajos [90–93,96].
En este cap´ıtulo analizamos en detalle la cuantizacio´n de H3(M,R), los dos tipos
distintos de polarizaciones en la que e´sta puede hacerse fundamentalmente, la relacio´n
entre ellos, y la relacio´n exacta que hay entre Ztop y cierto estado f´ısico de la teor´ıa.
En la seccio´n 4.1 introducimos la teor´ıa a cuantizar como una teor´ıa de campos en 7
dimensiones para una 3-forma real. Se trata de un sistema singular. En la seccio´n 4.2
describimos la formulacio´n hamiltoniana del sistema y las ligaduras a las que e´sta da
lugar. La cuantizacio´n del sistema en polarizacio´n de Ka¨hler se estudia en detalle en
la seccio´n 4.3, y en polarizacio´n real en la seccio´n 4.4. En la seccio´n 4.5 revisamos por
que´ puede interpretarse la funcio´n de particio´n de la cuerda topol´ıgica como una fun-
cio´n de onda en polarizacio´n de Ka¨hler. En la seccio´n 4.6 describimos la posibilidad de
cuantizar el sistema usando polarizaciones h´ıbridas y la relacio´n entre estas polariza-
ciones y las anteriores. El uso de una de estas polarizaciones h´ıbridas como herramienta
auxiliar nos permite obtener en la seccio´n 4.7 de forma elegante la funcio´n de onda en
polarizacio´n real asociada a la cuerda topolo´gica. En la seccio´n 4.8 hacemos algunos
comentarios acerca de la posibiliad de cuantizar el sistema usando una polarizacio´n
no lineal. Por u´ltimo, en la seccio´n 4.9 profundizamos algo ma´s en el significado del
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cambio de polarizacio´n de real a Ka¨hler y viceversa y describimos que´ le ocurre a las
propiedades de cada polarizacio´n en este proceso.
4.1. Descripcio´n lagrangiana de la teor´ıa
Tomamos como punto se partida una teor´ıa de campos 7-dimensional en M × R,
con accio´n
S[C] =
1
2
∫
M×R
C ∧ d′C (4.1)
donde C es una 3-forma real en M × R y d′ es la derivada exterior en 7d. Podemos
ver esta teor´ıa como una generalizacio´n a 7d de la mejor conocida teor´ıa de Chern-
Simons abeliana en 3d. La accio´n (4.1) es un mapa S : F → R desde el espacio F de
configuraciones de campo permitidas cinema´ticamente a R. Escribimos la lagrangiana
como una 7-forma
L = 2C ∧ d′C (4.2)
Ante una variacio´n de C la lagrangiana cambia de la siguiente manera
δL = E ∧ δC + d′Θ[δC] (4.3)
donde
E := d′C = 0 (4.4)
son las ecuaciones cla´sicas de movimiento, y
Θ[δC] := −1
2
C ∧ δC (4.5)
es la densidad potencial de corriente simple´ctica.
Para estudiar el sistema desde un punto de vista 6-dimensional hacemos la despom-
posicio´n
C = γ + ω ∧ dt′ (4.6)
donde ω y γ son, respectivamente, 2-formas y 3-formas reales en M . Tenemos
d′C = (−γ˙ + dω) ∧ dt′ + dγ (4.7)
La notacio´n que utilizamos es la siguiente: d es la derivada exterior en 6 dimensiones y
· denota una derivada con respecto a t′. As´ı, podemos escribimos la accio´n en te´rminos
de una lagrangiana que es una 6-forma en M
S =
∫
M×R
L6d ∧ dt′ (4.8)
L6d = 1
2
γ(−γ˙ + dω) + 1
2
ω ∧ dγ (4.9)
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La variacio´n de esta lagrangiana es
δL6d = Eγδγ + Eωδω + d
dt′
Θt,δγ + dΘδγ + dΘδω (4.10)
donde
Eγ := (γ˙ − dω) = 0 (4.11)
Eω := dγ = 0 (4.12)
son las ecuaciones cla´sicas de movimiento y
Θt,δγ := −1
2
γ ∧ δγ (4.13)
Θδγ :=
1
2
ω ∧ δγ (4.14)
Θδω := −1
2
γδω (4.15)
La accio´n (4.1) tiene la simetr´ıa gauge
C → C + d′B (4.16)
donde B = β +  ∧ dt′ es una 2-forma real en M × R, y β,  son respectivamente una
2-forma real una 1-forma real en M . En efecto, la lagrangiana cambia segu´n
L → L+−1
2
d′C ∧ d′B (4.17)
con lo que es invariante en las condiciones en las que las ecuaciones de movimiento se
satisfacen. Desde el punto de vista 6-dimensional
γ → γ + dβ (4.18)
ω → ω + β˙ + d (4.19)
4.2. Descripcio´n hamiltoniana
Los momentos conjugados de γ y d ω son
piγ :=
∂L6d
∂γ˙
= −1
2
γ (4.20)
piω :=
∂L6d
∂ω˙
= 0 (4.21)
El camino usual para hamiltonizar el sistema consiste en escribir la 6-forma hamilto-
niana
H6d = piγ ∧ γ˙ + piω ∧ ω˙ − L6d (4.22)
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donde γ˙ y ω˙ vengan dados en te´rminos de γ, ω, piγ y piω. Pero para este sistema esto
u´ltimo no puede hacerse debido a que se trata de un sistema singular:(
∂2L6d
∂γ˙∂γ˙
∂2L6d
∂γ˙∂ω˙
∂2L6d
∂ω˙∂γ˙
∂2L6d
∂ω˙∂ω˙
)
= 0 (4.23)
El procedimiento que hay que utilizar consiste en imponer unas ligaduras consistentes
en que las velocidades sean iguales a unos valores dados vγ y vω. Esto se hace mediante
la introduccio´n de los multiplicadores de Lagrange adecuados, que resultan ser los
momentos piγ y piω. Se obtiene de esta forma un principio variacional que viene de la
accio´n
S =
∫
M×R
(piγ ∧ γ˙ + piω ∧ ω˙ −H∗6d) ∧ dt′ (4.24)
donde
H∗6d(γ, ω, piγ , piω, vγ, vω) = piγ ∧ vγ + piω ∧ vω − L6d(γ, ω, vγ, vω) = (4.25)
= −vγ ∧
(
1
2
γ + piγ
)
+ vω ∧ piω − 1
2
γ ∧ dω − 1
2
ω ∧ dγ
Si variamos todas estas cantidades de forma independiente, δγ, δω, δpiγ, δpiω, δvγ y δvω,
las ecuaciones de Hamilton que obtenemos son
∂H∗6d
∂γ
= −p˙iγ (4.26)
∂H∗6d
∂ω
= −p˙iω (4.27)
∂H∗6d
∂piγ
= −γ˙ (4.28)
∂H∗6d
∂piω
= +ω˙ (4.29)
∂H∗6d
∂vγ
= 0 (4.30)
∂H∗6d
∂vω
= 0 (4.31)
Hay que considerar las dos u´ltimas ecuaciones como ligaduras primarias en el espacio
de fases del sistema. Si definimos
Φ(1)γ :=
∂H∗6d
∂vγ
= piγ +
1
2
γ (4.32)
Φ(1)ω :=
∂H∗6d
∂vω
= piω (4.33)
y
H6d(γ, ω, piγ , piω) = H∗6d−Φ(1)γ ∧vγ−Φ(1)ω ∧vω = −ω∧dγ+
1
2
d(γ∧ω) = −γ∧dω−1
2
d(γ∧ω)
(4.34)
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concluimos que lo que tenemos es un sistema con un hamiltoniano H6d y con las
ligaduras primarias Φ
(1)
γ = 0 y Φ
(1)
ω = 0. La accio´n se escribe
S =
∫
M×R
(
piγ ∧ γ˙ + piω ∧ ω˙ −H6d − Φ(1)γ ∧ vγ − Φ(1)ω ∧ vω
) ∧ dt′ (4.35)
Vamos a estudiar la naturaleza de estas ligaduras. Debido a que Φ
(1)
γ = 0, tambie´n
tenemos Φ˙
(1)
γ = p˙iγ +
1
2
γ˙ = 0. Usando ahora las ecuaciones de Hamilton se obtiene
−∂H
∗
6d
∂γ
− 1
2
∂H∗6d
∂piγ
= 0 (4.36)
que implica que
−∂H6d
∂γ
− 1
2
∂H6d
∂piγ
+ vγ = 0 (4.37)
Esta u´ltima ecuacio´n implica que Φ
(1)
γ es una ligadura de segunda clase, de tal forma
que podemos expresar vγ en te´rminos de las coordenadas y los momentos. En concreto
vγ = dω (4.38)
Por otro lado, de Φ˙
(1)
ω = p˙iω = 0 se obtiene
−∂H
∗
6d
∂ω
= −∂H6d
∂ω
= 0 (4.39)
con lo que no podemos expresar vω en funcio´n de las coordenadas y los momentos. No
obstante, de la ec. (4.39) se puede obtener la ligadura secuandaria
Φ(2)ω := −
∂H6d
∂ω
= dγ (4.40)
Por u´ltimo, de Φ˙
(2)
ω = dγ˙ = 0 se deduce dvγ = 0, lo cual ya sab´ıamos. Por consiguiente,
vemos que, una vez situados dentro de la hipersuperficie de las ligaduras, las ligaduras
Φ
(1)
ω y Φ
(2)
ω conmutan con todas las dema´s. Son, por tanto, ligaduras de primera clase.
Hay que resaltar que, si queremos cuantizar el sistema, este es un hecho muy importante
a tener en cuenta:
Φ
(1)
ω implica que las funciones de onda asociadas a los estados f´ısicos del sistema
no van a depander de ω.
Φ
(2)
ω implica que los estados f´ısicos tambie´n han de satisfacer la condicio´n
d̂γ|ψ〉 = 0 (4.41)
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Por otro lado, Φ
(1)
γ constituye un conjunto de ligaduras de segunda clase. Para proceder
de forma correcta debemos trabajar, por tanto, con pares coordenadas-momentos que
se encuentren dentro de la hipersuperficie que satisface piγ +
1
2
γ = 0. Como es bien
sabido, esto es equivalente a trabajar con los corchetes de Dirac en vez de con los de
Poisson.
En resumen, la descripcio´n hamiltoniana del sistema es la de un sistema con las
ligaduras
Φ(1)γ := piγ +
1
2
γ = 0 (4.42)
Φ(1)ω := piω = 0 (4.43)
Φ(2)ω := dγ = 0 (4.44)
Las primeras dos ligaduras son ligaduras primarias mientras que la u´ltima es una
ligadura secundaria obtenida a partir de la segunda. Ambas, la segunda y la tercera,
son ligaduras de primera clase. Por tanto las funciones de onda de los estados f´ısicos
no dependera´n de ω y su dependencia en γ sera´ tal que se verifique (4.41). En cambio,
la eq. (4.42) constituye un conjunto de ligaduras de segunda clase, lo que implica que
debemos trabajar con corchetes de Dirac.
De todas estas ligaduras se deduce que H3(M,R) es el espacio de fases f´ısico del
sistema. Una forma de verlo es seguir la te´cnica general de la ref. [73]. E´sta consiste en
considerar la familia bidimensional de variaciones δ1, δ2:
δ1δ2L = δ1E ∧ δ2C + E ∧ δ1δ2C + δ1d′Θ2 (4.45)
Si definimos la 6-forma corriente simple´ctica como
ω(δ1C, δ2C) := δ1Θ2 − δ2Θ1 = −δ1C ∧ δ2C (4.46)
podemos ver que
d′ω(δ1C, δ2C) = δ2E ∧ δ1C − δ1E ∧ δ2C (4.47)
esto es, ω(δ1C, δ2C) es una corriente conservada si las variaciones δ1C y δ2C parame-
trizan una familia bidimensional de soluciones. Si este es el caso, el funcional
Ω(1, 2) :=
∫
M
ω(δ1C, δ2C) = −
∫
M
δ1γ ∧ δ2γ = − < δ1γ, δ2γ > (4.48)
es independiente de t′. Adema´s, como M es compacto, Ω(1, 2) permanece invariante
bajo el cambio L → L+d′V . Ω(1, 2) define una 2-forma en el espacio de configuraciones
de la teor´ıa y, para que sea no-degenerada, e´sta debe estar restringida al subespacio en
el que las configuraciones γ son elementos de H3(M,R). Ω(1, 2) es, por tanto, la forma
simple´ctica que da a H3(M,R) la estructura del espacio de fases.
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4.3. Polarizacio´n de Ka¨hler
En la seccio´n anterior hemos visto que el el espacio de fases de la teor´ıa (4.1) es
H3(M,R) con la forma simple´ctica (4.48). Una forma de cuantizar esta teor´ıa consiste
en utilizar el procedimiento de la cuantizacio´n geome´trica. En primer lugar elegimos
como pre-espacio de Hilbert el formado por las funciones de la 3-forma γ ∈ H3(M,R).
Posteriormente elegimos una estructura compleja concreta en M , es decir, un punto
(t, t¯) de M. Al ser M Ka¨hler, el espacio vectorial de p-formas armo´nicas en M es
suma directa de los espacios vectoriales de (p1, p2)-formas Dolbeault-armo´nicas, con
p = p1 + p2. De esta manera, la estructura compleja en M induce una estructura
compleja en H3(M,R)
H3(M) = H3,0(M)⊕H2,1(M)⊕H1,2(M)⊕H0,3(M) (4.49)
Dado que Ω es base de H3,0(M), y las formas DiΩ forman base de H2,1(M), tenemos
la despomposicio´n
γ = λ−1Ω + xiDiΩ + x¯j¯D¯j¯Ω¯ + λ¯−1Ω¯ ∈ H3(M,R) (4.50)
Dado que al cambiar de parche enM Ω cambia segu´n la transformacio´n de Ka¨hler
Ω→ exp [f(t)] Ω (4.51)
la descomposicio´n (4.50) es u´nica salvo transformacio´n de Ka¨hler. Esto implica que
λ−1 es seccio´n de L−1, mientras que xi son secciones de L−1 ⊗ T (1,0)M. Llamamos a
estas coordenadas complejas (λ−1, xi, x¯i¯, λ¯−1) de H3(M,R) coordenadas de Ka¨hler. Por
u´ltimo tomamos como espacio de Hilbert H0 el formado por las funciones holomorfas
de (λ−1, xi)1.
En estas coordenadas, la ligadura Φ
(1)
γ := piγ +
1
2
γ se escribe de la forma
piλ−1 := pi = − i
2
e−K λ¯−1 = −1
2
Wpq(X) (4.52)
piλ¯−1 := p¯i = +
i
2
e−Kλ−1 = −1
2
W¯pq(X¯)
pixi := pii = +
i
2
e−KGij¯x¯
j¯ = −1
2
DiWpq(X)
pix¯i¯ := p¯ii¯ = −
i
2
e−KGji¯x
j = −1
2
D¯i¯W¯pq(X¯)
y tenemos los corchetes de Poisson
{λ−1, pi} = 1 (4.53)
1Veremos ma´s adelante que esta condicio´n implica que las funciones de onda no son normalizables
de la forma usual. Hay que sen˜alar tambie´n que el espacio de Hilbert f´ısico Hphys sera´ ma´s pequen˜o
aun, porque hay que imponer tambie´n la condicio´n (4.41).
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{λ¯−1, p¯i} = 1 (4.54)
{xi, pij} = δij (4.55)
{x¯i¯, p¯ij¯} = δ i¯j¯ (4.56)
Como hemos discutido en la seccio´n anterior, el hecho de que Φ
(1)
γ , que en las ecua-
ciones (4.52) esta´ descompuesta en cuatro ligaduras (χ0, χ¯0, χi, χ¯i¯), sea de segunda
clase implica que las coordenadas cano´nicas adecuadas con las que deber´ıamos traba-
jar son aquellas tales que tengan corchetes de Poisson iguales a los corchetes de Dirac
{A,B}D = {A,B} − {A,χ}{χ, χ}−1{χ,B}. E´stos se escriben
{λ−1, pi}D = 1
2
(4.57)
{λ¯−1, p¯i}D = 1
2
(4.58)
{xi, pij}D = 1
2
δij (4.59)
{x¯i¯, p¯ij¯}D =
1
2
δ i¯j¯ (4.60)
Tras cuantizar la teor´ıa estos corchetes de Dirac dan lugar a los conmutadores[
λ−1, pi
]
=
i~
2
(4.61)[
λ¯−1, p¯i
]
=
i~
2
(4.62)[
xi, pj
]
=
i~
2
δij (4.63)[
x¯i¯, p¯j¯
]
=
i~
2
δ i¯j¯ (4.64)
que escribimos de la forma [
λ−1, λ¯−1
]
= −~eK (4.65)[
xi, x¯j¯
]
= ~eKGij¯
No´tese que, dado que la me´trica Gij¯ de M es definido-positiva, de (4.65) se obtiene
que λ¯−1 y xi actu´an como operadores de aniquilacio´n. Este hecho nos sugiere que
trabajemos con el espacio de Hilbert formado por las funciones de (λ¯−1, xi). Si definimos
Q := 2ipi = e−K λ¯−1, podemos entender este espacio de Hilbert como el generado por
los estados coherentes |x,Q〉, que son los autoestados de ˆ¯λ−1 y xˆi:
Qˆ|x,Q〉 = Q|x,Q〉 (4.66)
xˆi|x,Q〉 = xi|x,Q〉 (4.67)
Sin embargo, veremos ma´s adelante que, para poder establecer la conexio´n con la
cuerda topolo´gica, hay que trabajar con el espacio de Hilbert generado por los estados
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coherentes2 no normalizables |x, λ−1〉:
λˆ−1|x, λ−1〉 = λ−1|x, λ−1〉 (4.68)
xˆi|x, λ−1〉 = xi|x, λ−1〉 (4.69)
de tal forma que las funciones de onda de este espacio de Hilbert se escriben
ψ(x, λ−1) = 〈ψ|x, λ−1〉 (4.70)
Siguiendo la teor´ıa de estados comprimidos (ve´ase ape´ndice A) podemos escribir estos
estados en te´rminos del estado comprimido “vac´ıo”, |0, 0〉. Segu´n co´mo hagamos e´sto
as´ı tendremos una normalizacio´n relativa con respecto a |0, 0〉 de un tipo o de otro. La
normalizacio´n relativa adecuada para establecer la conexio´n con la cuerda topolo´gica es
aquella en la que, usando notacio´n del ape´ndice, el estado comprimido |β〉bad se define
como eβbˆ
†|0〉. Esto es
|x, λ−1〉 = exp
[
−1
~
e−K ˆ¯λ
−1
λ−1 +
1
~
e−Kxi ˆ¯xj¯Gij¯
]
|0, 0〉 (4.71)
No´tese que esta forma de definir los estados comprimidos, que no es la habitual en
meca´nica cua´ntica, asegura que e´stos tengan una dependencia holomorfa en (x, λ−1).
Pero el precio que se paga por conseguir esta dependencia holomorfa es que e´stos
estados tienen una “mala” normalizacio´n relativa, es decir
〈x¯′, λ¯−1′|x, λ−1〉
〈0¯, 0¯|0, 0〉 = exp
[
−1
~
e−K λ¯−1′λ−1 +
1
~
e−Kxix¯j¯′Gij¯
]
(4.72)
As´ımismo, el hecho de que las coordenadas de Ka¨hler no sean funciones enM, sino sec-
ciones de recubrimientos sobreM, implica que podemos asignar a |x, λ−1〉 la propiedad
de ser tambie´n secciones. Evidentemente, lo ma´s sencillo ser´ıa definirlos como fun-
ciones, pero, de nuevo, para poder establecer la conexio´n con la cuerda topolo´gica, es
conveniente definirlos como secciones de L h+12 ⊗ κ1/2M , donde h := h2,1(M) y κM es el
recubrimiento cano´nico de M. Dado que la medida adecuada para la integracio´n so-
bre H3(M,R) en coordenadas de Ka¨hler es dhxdhx¯dλ−1dλ¯−1 exp [−(h+ 1)K] |G|, con
|G| = det(Gij¯), la relacio´n de “sobrecompletitud” para estos estados se escribe
I =
∫
dµx,λ−1 exp
[
+
1
~
e−K λ¯−1λ−1 − 1
~
e−Kxix¯j¯Gij¯
]
|x, λ−1〉〈x¯, λ¯−1| (4.73)
donde
dµx,λ−1 = d
hxdhx¯dλ−1dλ¯−1|G|1/2 exp
[
−(h+ 1)
2
K
]
(4.74)
No´tese que en este procedimiento de cuantizacio´n de H3(M,R) no ha sido necesario
fijar ninguna base simple´ctica (βI ,−αJ). En cambio, los estados |x, λ−1〉 y, por tanto,
2Como veremos tambie´n ma´s adelante, en rigor se trata de estados coherentes generalizados o
estados “comprimidos” (ve´ase ape´ndice A). A partir de este momento los denominaremos as´ı.
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tambie´n las funciones de onda ψ(x, λ−1) dependen de la estructura compleja de base
elegida.
Resulta u´til trabajar tambie´n con variables y funciones que sean invariantes antes
transformaciones de Ka¨hler. Esto se puede conseguir si introducimos las denominadas
variables “grandes” del espacio de fases
γ =
1
2
(
xI∂IΩ + cc
)
=⇒ (4.75)
=⇒ 1
2
xI = λ−1XI + xiDiXI (4.76)
Debido a la u´ltima relacio´n, se tiene que los autoestados comunes de xˆi y λˆ−1 son los
mismos que los autoestados de xˆI . Por tanto, tenemos
|xI〉 = |xi, λ−1〉 (4.77)
salvo transformacio´n de Ka¨hler. El tensor que actua´ como me´trica para estas variables
es
ImτIJ = −2i(∂¯J∂IK)e−K (4.78)
y se tiene que
−1
~
e−K λ¯−1λ−1 +
1
~
e−Kxix¯j¯Gij¯ = +
1
2~
xIImτIJ x¯
J (4.79)
Por tanto,
|x〉 = exp
[
+
1
2~
xIImτIJ ˆ¯x
J
]
|0〉 (4.80)
〈x¯′|x〉
〈0¯|0〉 = exp
[
+
1
2~
xIImτIJ x¯
J
]
(4.81)
La medida para la integracio´n en las coordenadas (xI , x¯J) es dh+1xdh+1x¯|Imτ |, con
|Imτ | = det [ImτIJ ]. La relacio´n de “sobrecompletitud” se escribe
I =
∫
dµx exp
[
− 1
2~
xIImτIJ x¯
J
]
|x〉〈x¯| (4.82)
donde dµx = d
h+1xdh+1x¯|Imτ |1/2. No´tese que, para poder introducir estas variables, ha
sido necesario fijar una base simple´ctic de homolog´ıa. No obstante, la relacio´n (4.77)
nos indica que esta dependencia en la base simple´ctica elegida no es ma´s que un artificio
de haber usado las variables “grandes”. La regla de cuantizacio´n en estas variables es[
xI , x¯J
]
= 2~ [Imτ(X)]−1IJ (4.83)
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4.4. Polarizacio´n real
Hay otra forma conceptualmente distinta de cuantizar el espacio de fases H3(M,R).
Se trata de la denominada “cuantizacio´n real”. E´sta consiste, en vez de en fijar una
estructura compleja concreta en M , en fijar una base simple´ctica concreta (βI ,−αJ)
en H3(M). Esto da lugar a trabajar con las “coordenadas de polarizacio´n real”
γ = pIαI + qIβ
I ∈ H3(M,R) (4.84)
La relacio´n entre estas coordenadas y las variables “grandes” es
pI = Re
[
xI
]
(4.85)
qI = Re
[
τIJ(X)x
J
]
donde (XI , X¯I) denota la estructura compleja concreta en la que se han definido las
coordenadas xI . Tambie´n podemos escribir
xI = −i [Imτ(X)]−1IJ [qJ − τ¯JK(X)pK] (4.86)
No´tese que, como tanto las xI como las τIJ son invariantes ante una transformacio´n
de Ka¨hler, en esta u´ltima relacio´n se manifiesta expl´ıcitamente que las coordenadas
de polarizacio´n real tambie´n son Ka¨hler-invariantes. Obse´rvese que, de las relaciones
(4.85) y (4.76) se tiene que, si γ fuera la 3-forma asociada al agujero negro Calabi-Yau
de los cap´ıtulos anteriores, en el punto del atractor (sin corregir) se verificar´ıa que
xI = (CXI)p,q y x
i
p,q = 0.
La regla de cuantizacio´n en estas variables es
[qI , p
J ] = i~δJI (4.87)
Por tanto, los operadores qˆJ y pˆ
J se comportan como los operadores coordenadas y
momentos en meca´nica cua´ntica ordinaria, y sus autoestados |q〉 y |p〉 conforman las
representaciones coordenada y momento ordinarias. En otras palabras, el hecho de, en
vez de fijar una estructura compleja de base (Ω, Ω¯), elegir una base simple´ctica concreta
(βI , αJ) nos permite construir un espacio de Hilbert Hβα. Este espacio es el espacio
de representaciones unitarias irreducibles del a´lgebra de Heisenberg (4.87), esto es, el
formado por las funciones3
ψ(p) = 〈ψ|p〉 (4.88)
3Ma´s precisamente, se trata del espacio de funciones ψ(p) con una condicio´n dada. Por ejemplo,
esta condicio´n podr´ıa ser que sean funciones de cuadrado integrable. Para poder establecer la conexio´n
con la cuerda topolo´gica esta condicio´n la vamos a fijar trabajando con el espacio generado por las
funciones no normalizables 〈p|x, λ−1〉. Hay que indicar tambie´n que Hβα no es todav´ıa el espacio de
Hilbert f´ısico Hphys del sistema. Para obtener Hphys hay que imponer la condicio´n adicional (4.41).
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sobre las que los operadores pˆ, qˆ actu´an de la forma
pˆψ(p) = pψ(p) (4.89)
qˆψ(p) = −i~∂ψ(p)
∂p
(4.90)
La relacio´n entre los vectores base de ambas polarizaciones (real y de Ka¨hler) es
〈p|x〉 =
√
|Imτ | exp
[
− i
2~
pI τ¯IJp
J +
1
~
pIImτIJx
J − 1
4~
xIImτIJx
J
]
(4.91)
Por tanto, podemos escribir las funciones de onda en polarizacio´n de Ka¨hler en te´rminos
de las de polarizacio´n real sin ma´s que hacer el cambio de base
〈ψ|x〉 =
√
|Imτ |
∫
dp〈ψ|p〉 exp
[
− i
~
Sˆ(p, x)
]
(4.92)
donde
Sˆ(p, x) :=
1
2
pI τ¯IJp
J + ipIImτIJx
J − i
4
xIImτIJx
J (4.93)
es la funcio´n generatriz de la transformacio´n “cano´nica” lineal (4.85) que lleva de la
polarizacio´n real a la de Ka¨hler. Escribimos “cano´nica” entre comillas porque se trata
de una transformacio´n que no preserva exactamente las relaciones de conmutacio´n. In-
sistimos de nuevo en que se trata de una transformacio´n que viene dada por coeficientes
que dependen de la estructura compleja de base elegida y que este es el motivo por el
que se obtiene, a partir de una funcio´n de onda ψ(p) totalmente independiente de la
estructura compleja de base, una que s´ı depende de e´sta.
No´tese que, de la relacio´n (4.91), se tiene que, desde el punto de vista de la po-
larizacio´n real, los estados |x〉 son, de hecho, estados comprimidos (squeezed states)
centrados en un punto (p, q) del espacio de fases dado por (4.85), y con una anchura
que viene dada por la estructura compleja (t, t¯) de base elegida. En concreto se tiene
(∆q)I(∆q)J =
~
2
[(
I + Reτ(X)(Imτ(X))−1
)K
I
ImτKL(X)
(
I + (Imτ(X))−1Reτ(X)
)L
J
]
(∆p)I(∆p)J =
~
2
(Imτ(X))−1IJ (4.94)
Se observa que las cantidades que juegan el papel de “para´metros de deformacio´n”
(squeezing parameters) del estado comprimido son ReτIJ(X) ya que son las respon-
sables de que la incertidumbre cua´ntica ∆qI∆p
I (sin suma) sea mayor que ~/2. En
cambio, las cantidades ImτIJ(X) juegan el papel de “frecuencias” (ve´ase ape´ndice A).
Si escogemos en cambio una base simple´ctica distinta (β˜I ,−α˜J), las nuevas variables
(p˜, q˜) vendra´n dadas en funcio´n de las antiguas por(
p˜
q˜
)
=
( D C
B A
)(
p
q
)
(4.95)
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conDA−CB = I, y satisfacen el mismo a´lgebra de Heisenberg (4.87). La transformacio´n
(4.95) es, por tanto, una transformacio´n cano´nica, con funcio´n generatriz
S(p, p˜) = −1
2
pI(C−1D)IJpJ + pIC−1IJ p˜J −
1
2
p˜I(AC−1)IJ p˜J (4.96)
De todo esto es claro que las funciones de onda en polarizacio´n real 〈ψ|p〉 no son invari-
antes simple´cticas. Los espacios Hβα y Hβ˜α˜, aunque isomorfos, esta´n relacionados por
un operador unitario no trival Tˆ(β,α)(β˜α˜) que puede escribirse como una transformacio´n
de Fourier generalizada
〈ψ|p˜〉 = 1
(2pi~)
h2,1+1
2
∫
dp〈ψ|p〉 exp
[
− i
~
S(p, p˜)
]
(4.97)
Estos operadores constituyen una representacio´n multivaluada del grupo simple´ctico
Sp(2h+2,R) denominada representacio´n metaple´ctica. Si escribimos la funcio´n de onda
ψ(p) como una serie en potencias de ~
〈ψ|p〉 = exp
∑
g=0
~g−1ϕg(p) (4.98)
y expandimos la integral (4.97) en torno al punto de silla pcl(p˜), que es la solucio´n de
∂ϕ0(p)
∂pI
− i∂S(p, p˜)
∂pI
= 0 (4.99)
la ecuacio´n (4.97) se reduce a
ϕ˜g(p˜) = ϕ(pcl) + Γg
[
∆IJ , ∂I1,...,Inϕr<g(pcl)
]
(4.100)
donde las cantidades Γg vienen dadas por diagramas de Feynman [96] con propagador
el inverso de
∆IJ = i
∂2ϕ0
∂pI∂pJ
(pcl)− (C−1D)IJ (4.101)
y ve´rtices dados por ∂I1,...,Inϕr<g(pcl).
Llegado a este punto, tenemos que abordar la siguiente sutileza. Un subgrupo de
las transformaciones simple´cticas es el denominado grupo modular Γ ⊂ Sp(2h+ 2,R).
E´ste esta´ formado por aquellas transformaciones simple´cticasX I → X˜I tales que pueda
hacerse despue´s un cambio
Ω→ Ω′ (4.102)
que devuelva los XI a sus valores originales
X˜I → X˜ ′I = XI (4.103)
Se considera entonces que Ω y Ω′ corresponden a la misma estructura compleja. Esto
se debe a que, si denotamos por T el espacio de Teichmuller de M , en el que (X I , X¯I)
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son coordenadas proyectivas, el espacio de moduli de estructuras complejas M no es
exactamente T , sino
M = T /Γ (4.104)
LlamemosH3(M(Ω,Ω¯),C) al espacio vectorial generado por los vectores (Ω,DiΩ, D¯i¯Ω¯, Ω¯).
Es claro que los espacios vectoriales correspondientes a distintos puntos (Ω, Ω¯) de T son
isomorfos. El recubrimiento H3(M(Ω,Ω¯),C)→ T tiene una conexio´n plana (la conexio´n
de Gauss-Manin), con lo que el isomorfismo entre las distintas fibras no depende del
camino seguido para ir de un punto de T a otro. Sin embargo, la relacio´n (4.104) im-
plica que el recubrimiento H3(M(t,t¯),C) →M puede tener monodromı´as no triviales.
En efecto, dado un punto (tn,m, t¯n,m) deM correspondiente a una estructura compleja
en la que el 3-ciclo
Cn,m = mIAI − nJBJ (4.105)
colapsa, podemos seguir un camino en M cerrado homoto´picamente no trivial rode-
ando a tn,m. Este camino corresponde a un camino abierto en T que une dos puntos
relacionados por una transformacio´n modular. Se tiene entonces un isomorfismo no
trivial H3(M(Ω,Ω¯),C)→ H3(M(Ω′,Ω¯′),C) mediante el cual
βI → βI + nICn,m (4.106)
αJ → αJ −mJCn,m (4.107)
Estas transformaciones definen (βI ,−αJ) como secciones covariantemente planas del
recubrimiento H3(M(Ω,Ω¯),C) → T . La correspondiente transformacio´n modular para
la base de ciclos es
AI → AI + nICn,m (4.108)
BJ → BJ +mJCn,m (4.109)
y para las coordenadas de polarizacio´n real
pI → pI′ = pI + nI(mJpJ − nJqJ) (4.110)
qJ → q′J = qJ +mJ(mIpI − nIqI) (4.111)
No´tese que, si hubie´ramos considerado la cuantizacio´n de so´lo la subvariedad lagrangiana
L de H3(M), entonces
γ ∈ L ya no ser´ıa una 3-forma real y las variables p y q verificar´ıan la relacio´n de
geometr´ıa especial qI =
∂F0
∂pI
.
Los operadores pˆ y qˆ ya no ser´ıa hermı´ticos.
So´lo tendr´ıamos la libertad de hacer una transformacio´n simple´ctica, para cam-
biar la base de 3-formas, que sea modular, ya que so´lo entonces podr´ıamos en-
contrar un γ ′ tal que (p′, q′)) = (p˜, q˜).
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Esto es precisamente lo que se hace en la ref. [96]. En cambio, insistimos aqu´ı en que el
espacio de fases que estamos cuantizando esta´ parametrizado por una 3-forma real γ.
Por tanto, las variables pI y qI son reales, no verifican la relacio´n de geometr´ıa especial,
y sus operadores correspondientes son hermı´ticos. No obstante, vamos a suponer que
γ pertenece al conjunto de 3-formas para las que puede encontrarse una estructura
compleja Ωγ tal que
γ = Ωγ + Ω¯γ (4.112)
es decir, que so´lo vamos a considerar aquellos (pI , qI) tales que exista solucio´n a las
ecuaciones del atractor (2.96). Con esta restriccio´n ocurre, al igual que en la ref. [96],
que so´lo tenemos la libertad de hacer una transformacio´n simple´ctica, para cambiar la
base, que sea modular.
4.5. La funcio´n de particio´n de la cuerda topolo´gica
como un estado cua´ntico
Hemos visto en la seccio´n 4.3 que la eleccio´n de un punto (t, t¯) ∈ M (ma´s concre-
tamente, de un punto (Ω, Ω¯) ∈ T ) nos permite construir un espacio de Hilbert HΩΩ¯.
Este espacio es el espacio de representaciones del a´lgebra (4.65), esto es, el formado
por las funciones4
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = 〈ψ|λ−1, x〉Ω,Ω¯ (4.113)
sobre las que los operadores λˆ−1, xˆ, ˆ¯λ
−1
, ˆ¯x, actu´an de la forma
λˆ−1ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = λ−1ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) (4.114)
xˆiψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = xiψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) (4.115)
ˆ¯λ
−1
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = −~eK ∂
∂λ−1
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) (4.116)
ˆ¯x
j¯
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = ~eKGij¯
∂
∂xi
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) (4.117)
Estas funciones de onda no se mantendra´n invariantes si cambiamos la estructura
compleja (t, t¯) → (t˘, ˘¯t). Una forma de ver f´ısicamente que´ es lo que ocurre consiste en
darse cuenta de que, si bien el punto en el que esta´n centrados los estados comprimidos
|λ−1, x〉Ω,Ω¯ no cambia, s´ı que cambia la anchura (4.94) de e´stos. Del hecho de que γ es
invariante ante este cambio de estructura compleja se obtienen las relaciones
∂iλ
−1 = λ−1∂iK (4.118)
∂ix
k = −λ−1δki + xjΓkij + ∂iKxk (4.119)
∂iλ¯
−1 = −Gi¯ix¯i¯ (4.120)
∂ix¯
k¯ = eKGk¯kCijkx
j (4.121)
4Remarcamos e nuevo que se trata del espacio generado por las funciones 〈x′, λ−1′|x, λ−1〉.
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ma´s sus complejas conjugadas. Si consideramos que la transformacio´n es infinitesimal y
expandimos los operadores de aniquilacio´n transformados en te´rminos de las variaciones
con respecto de la estructura compleja antigua tenemos, a primer orden
¯˘
λ
−1
= λ¯−1 −Gi¯ix¯i¯
(
t˘− t)i + λ¯−1∂¯j¯K (¯˘t− t¯)j¯ (4.122)
x˘i = xi +
(−λ−1δij + xkΓijk + ∂jKxi) (t˘− t)j + eKGi¯iC¯i¯j¯k¯x¯k¯ (¯˘t− t¯)j¯(4.123)
Esta transformacio´n, al mezclar operadores creacio´n con aniquilacio´n, lleva consigo
transformaciones de Bogoliubov sobre los estados comprimidos. En concreto se tiene[
∂
∂t¯i¯
− ~
2
e2KC¯i¯j¯k¯G
jj¯Gkk¯
∂2
∂xj∂xk
−Gi¯jxj
∂
∂λ−1
]
|λ−1, x〉ΩΩ¯ = 0 (4.124)[
∇˜i − Γkijxj
∂
∂xk
− 1
2
∂ilog|G| − λ−1 ∂
∂xi
+
1
2~
Cijkx
ixj
]
|λ−1, x〉ΩΩ¯ = 0 (4.125)
donde
∇˜i = ∂
∂ti
+ ∂iK
(
xk
∂
∂xk
+ λ−1
∂
∂λ−1
+
h+ 1
2
)
(4.126)
En variables “grandes” estas ecuaciones se escriben[
∂
∂X¯ I¯
− ~
2
C¯I¯ J¯K¯(Imτ)
−1J¯J(Imτ)−1K¯K
∂2
∂xJ∂xK
]
|x〉 = 0(4.127)[
∂
∂XI
− 1
2
∂
∂XI
log|Imτ |+ i
2
CIJK(Imτ)
−1KLxJ
∂
∂xL
+
1
8~
CIJKx
JxK
]
|x〉 = 0(4.128)
Suponiendo que el estado 〈ψ| es independiente de la estructura compleja de base, se
tiene que [
∂
∂t¯i¯
− ~
2
e2KC¯i¯j¯k¯G
jj¯Gkk¯
∂2
∂xj∂xk
−Gi¯jxj
∂
∂λ−1
]
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = 0 (4.129)[
∇˜i − Γkijxj
∂
∂xk
− 1
2
∂ilog|G| − λ−1 ∂
∂xi
+
1
2~
Cijkx
ixj
]
ψ(λ−1, x; Ω, Ω¯) = 0
Estas ecuaciones dan a las funciones de onda asociadas al estado 〈ψ| la estructura de
secciones covariantemente constantes del recubrimiento HΩΩ¯ → T .
El primer paso en la conexio´n entre la cuantizacio´n de H3(M,R) y la cuerda
topolo´gica viene de darse cuenta [12] de que la variacio´n de los estados comprimi-
dos |x, λ−1〉 con respecto a la estructura compleja de base (t, t¯) es exactamente igual
a la dada por las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa [14] (ve´ase la seccio´n 3.2) que
gobiernan la dependencia en el background de la funcio´n de particio´n de la teor´ıa de
cuerdas topolo´gicas modelo B en M . Para ver esto en detalle, resolvamos localmente
la ecuacio´n de la anomal´ıa holomorfa (3.39) para F1:
F1 = −1
2
log|G|+
(
h+ 1
2
− χ
24
+ 1
)
K + f1(t) + f¯1(t¯) (4.130)
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donde f1(t) es una funcio´n holomorfa que no puede determinarse por las ecs. (3.39).
Definimos la funcio´n “cuerda topolo´gica” de Verlinde [92] como
ψtop(λ
−1, x; t, t¯) = ef1(t)Ztop
(√
~λ, λx; t, t¯
)
(4.131)
Puede verse que las ecuaciones de variacio´n de ψtop(λ
−1, x; t, t¯) con respecto a (t, t¯) son
las mismas que las de los estados comprimidos |xi, λ−1〉Ω,Ω¯. En efecto,
la serie de potencias de
√
~λ a la que da lugar la suma en ge´nero se convierte en
una serie de potencias de la constante de Planck.
la seccio´n de T (1,0)M que parametriza las deformaciones (3.33) es ahora λxi.
Para poder unir las soluciones locales (4.130) en un F1 definido globalmente en
M, exp f1(t) ha de transformar como una seccio´n de L χ24−1−h+12 ⊗κ1/2M . Esto hace
que ψtop sea, al igual que |xi, λ−1〉Ω,Ω¯, una seccio´n de Lh+12 ⊗ κ1/2M .
Las ecuaciones (3.43) y (3.44) implican para ψtop que[
∂
∂t¯i¯
− ~
2
e2KC¯i¯j¯k¯G
jj¯Gkk¯
∂2
∂xj∂xk
−Gi¯jxj
∂
∂λ−1
]
ψtop = 0 (4.132)[
∇˜i − Γkijxj
∂
∂xk
− 1
2
∂ilog|G| − λ−1 ∂
∂xi
+
1
2~
Cijkx
ixj
]
ψtop = 0 (4.133)
Esto indica que podemos definir un estado 〈ψtop| del espacio de Hilbert de la cuanti-
zacio´n de H3(M,R), independiente de la structura compleja de base, que contiene toda
la informacio´n acerca de las funciones de correlacio´n de la cuerda topolo´gica:
〈ψtop|λ−1, x〉(t,t¯) = ψtop(λ−1, x; t, t¯) (4.134)
Es importante sen˜alar aqu´ı que, para poder hacer la identificacio´n exacta entre las
ecuaciones de variacio´n de los estados comprimidos con respecto a la estructura com-
pleja de base y las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa es crucial el haber definido
los estados comprimidos segu´n la relacio´n (4.71), es decir, de tal manera que tengan
dependencia holomorfa en (x, λ−1) y sean secciones de Lh+12 ⊗ κ1/2M .
El segundo paso para el establecimiento de la conexio´n cuerda topolo´gica/cuantizacio´n
de H3 viene de la apreciacio´n [91] de que |ψtop〉 es un estado f´ısico del sistema (∈ Hphys),
esto es, que satisface (4.41). Para demostrarlo, los autores de la ref. [91] trabajan for-
malmente con un operador γˆ que no es necesariamente cerrado, pero que al elegirse
una estructura compleja de base puede descomponerse en
γˆ = γˆ3,0 ⊕ γˆ2,1 ⊕ γˆ1,2 ⊕ γˆ0,3 (4.135)
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La forma simple´ctica (4.48) implica que γ2,1 no conmuta con γ1,2, y lo mismo ocurre
entre γ3,0 y γ0,3. Con esta descomposicio´n la condicio´n (4.41) se escribe(
∂̂γ
2,1
+ ̂¯∂γ3,0) |ψphys〉 = 0 (4.136)(
∂̂γ
1,2
+ ̂¯∂γ2,1) |ψphys〉 = 0 (4.137)(
∂̂γ
0,3
+ ̂¯∂γ1,2) |ψphys〉 = 0 (4.138)
No´tese que estas tres ligaduras conmutan entre ellas. Esto es algo que ya sab´ıamos,
ya que se trata de ligaduras de primera clase. E´stas implican que podemos obtener el
espacio de Hilbert de los estados f´ısicos Hphys a partir de H0 mediante la aplicacio´n,
sobre cada estado de H0, del proyector hermı´tico
|ψphys〉 = Πˆ|ψ0〉 (4.139)
donde
Πˆ =
∫
DΛDσDb exp
∫
M
[
Λ ∧
(
∂̂γ
2,1
+ ̂¯∂γ3,0)+ σ ∧ (∂̂γ0,3 + ̂¯∂γ1,2)+ b ∧ (∂̂γ1,2 + ̂¯∂γ2,1)]
(4.140)
siendo Λ, σ y b unas (0, 2), (2, 0) y (1, 1)-formas respectivamente. Podemos saber co´mo
actu´a este operador proyeccio´n sobre los estados comprimidos |γˆ3,0, γˆ2,1〉 si tenemos en
cuenta que
γˆ0,3|γ3,0, γ2,1〉 = C3,0 δ
δγ3,0
|γ3,0, γ2,1〉 (4.141)
γˆ1,2|γ3,0, γ2,1〉 = C2,1 δ
δγ2,1
|γ3,0, γ2,1〉 (4.142)
(4.143)
donde C3,0 y C2,1 son cantidades proporcionales a los conmutadores de γ
3,0 y γ2,1 con
sus hermı´ticos conjugados. Se obtiene
Πˆ|γ3,0, γ2,1〉 =
∫
DΛDσDb exp
∫
M
[
Λ ∧
(
∂̂γ
2,1
+ ̂¯∂γ3,0)+ ∂¯b ∧ γ2,1 − C2,1
2
∂¯b∂b
]
|γ3,0 + C3,0∂σ, γ2,1 + C2,1∂b− C2,1∂¯σ〉 (4.144)
Ahora γ3,0 y γ2,1 no so´lo vendra´n dadas por las coordenadas de Ka¨hler, sino tambie´n
por las coordenadas que parametrizan sus partes no armo´nicas
γ3,0 = λ−1Ω + ∂χ (4.145)
γ2,1 = xiDiΩ + ∂ξ + ∂†ξ˜ − ∂¯χ (4.146)
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Ahora podemos hacer la integracio´n en Λ
Πˆ|γ3,0, γ2,1〉 = δ(∂∂†ξ˜)
∫
DσDb exp
∫
M
[
∂¯b ∧ ∂ξ − C2,1
2
∂¯b∂b
]
|γ3,0+C3,0∂σ, γ2,1+C2,1∂b−C2,1∂¯σ〉
(4.147)
Operando y haciendo la restriccio´n a las variables f´ısicas (λ−1, xi) se llega a
Πˆ|λ−1, xi〉 =
∫
Db exp
∫
M
[
−C2,1
2
∂¯b∂b
]
|λ−1, xi + C2,1xi∂b〉 (4.148)
donde
∂b = xi∂bDiΩ (4.149)
Si tomamos como estado particular de H0 uno que, hasta orden ~0, tenga funcio´n de
onda
〈ψ0|λ−1, x〉 = (
√
~λ)χ/24−1 exp
[
f1(t) +
λ
6~
C0ijk(Ω)x
ixjxk
]
(4.150)
la funcio´n de onda del estado f´ısico correspondiente 〈ψ0|Πˆ|λ−1, x〉 es ba´sicamente la
funcio´n de particio´n de Kodaira-Spencer. Pero la teor´ıa de Kodaira-Spencer [14] es la
teor´ıa de campos de la cuerda (string field theory) para el modelo B. Por tanto,
〈ψphys|λ−1, x〉 = ef1(t)Ztop
(√
~λ, λx
)
= 〈ψtop|λ−1, x〉 (4.151)
es decir, el estado f´ısico asociado al estado (4.150) es precisamente |ψtop〉.
4.6. Polarizaciones holomorfas
En la seccio´n anterior hemos visto que podemos asociar a la funcio´n de particio´n de
la cuerda topolo´gica un estado f´ısico |ψtop〉 de la cuantizacio´n deH3. En concreto Ztop no
es ma´s que su funcio´n de onda en polarizacio´n de Ka¨hler. Abordamos ahora el problema
de hallar cua´l es la funcio´n de onda de |ψtop〉 en polarizacio´n real a todos los o´rdenes en
~. Este problema ha sido resuelto por Schwarz y Tang [130] mediante la introduccio´n,
como herramienta auxiliar, de una nueva polarizacio´n, h´ıbrida, que usa una base para
H3(M,R) que es una mezcla de las bases que se usan en las polarizaciones real y de
Ka¨hler. En esta seccio´n clasificamos y describimos las cuatro posibilidades de hacer
esta “mezcla”. No existe consenso en la literatura sobre la nomenclatura a utilizar. Por
eso es necesario resaltar aqu´ı que en esta tesis reservamos el nombre “holomorfas” o
“anti-holomorfas”, dependiendo de co´mo sea su dependencia en la estructura compleja
de base, para estas polarizaciones h´ıbridas.
La polarizacio´n utilizada en a referencia [130] esta´ formada por la base “(Ω, β)”:
γ =
1
2
xIhol∂IΩ + qholIβ
I (4.152)
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Obse´rvese que esta base depende de la 3-forma Ω de background, pero no de Ω¯. De
ah´ı el nombre de “polarizacio´n holomorfa”. As´ımismo, la eleccio´n de esta base tam-
bie´n requiere la fijacio´n previa de una base simple´ctica. Tomando periodos se obtiene
directamente
xIhol = 2p
I (4.153)
qholI = −iImτIJ x¯J (4.154)
La regla de cuantizacio´n es [
qholI , x
J
hol
]
= 2i~δJI (4.155)
De la ec. (4.153) tenemos trivialmente que los estados |p〉 son tambie´n autoestados
de xˆIhol. Por tanto, las funciones de onda en la representacio´n xhol no son ma´s que las
funciones de onda en polarizacio´n real 〈ψ|p〉. Sin embargo, la utilidad de introducir
(4.152) como una nueva polarizacio´n viene del hecho de que se obtiene as´ı un factor de
normalizacio´n natural distinto para |xhol〉 que para |p〉. En concreto, si escribimos
|xhol〉 = exp
[
i
2~
xIholqˆholI
]
|xhol = 0〉 (4.156)
tenemos
|xhol〉 = exp
[
− i
2~
pIτIJp
J
]
|p〉 (4.157)
Las ecuaciones de dependencia en la estructura compleja de base son directas de obtener
∂
∂XJ
|xhol〉 = − i
8~
CIJKx
I
holx
K
hol|xhol〉 (4.158)
∂
∂X¯J
|xhol〉 = 0 (4.159)
Podemos tambie´n introducir para estos estados la notacio´n del tipo (λ, xi)
γ = λ−1holΩ + x
i
holDiΩ + qholIβI (4.160)
donde
xIhol
2
= λ−1holX
I + xiholDiXI (4.161)
En estas variables “pequen˜as” la dependencia en la estructura compleja de base se
escribe
∂
∂ti
|λ−1hol, xihol〉 =
[
λ−1hol
∂
∂xihol
− 1
2~
Cijkx
j
holx
k
hol
]
|λ−1hol, xihol〉 (4.162)
∂
∂t¯i¯
|λ−1hol, xihol〉 = 0 (4.163)
La otra posibilidad que ha aparecido en la literatura es [112]
γ =
1
2
yI ∂¯IΩ¯ + sIβ
I (4.164)
4.6 Polarizaciones holomorfas 73
De nuevo, tomando periodos se tiene
yI = 2pI (4.165)
sI = iImτIJx
J (4.166)
y, por consiguiente, [
sI , y
J
]
= 2i~δJI (4.167)
Los autoestados de yˆI son |p〉, y los de sˆI son |x〉. Se trata, por tanto, de un formal-
ismo que contine tanto las funciones de onda de polarizacio´n real como las de Ka¨hler.
Teniendo en cuenta el factor de normaliacio´n “natural”
|s〉 = 1√|Imτ | exp
[
1
4~
xIImτIJx
J
]
|x〉 (4.168)
la dependencia (anti-holomorfa) en la estructura compleja de base es
∂
∂XJ
|s〉 = 0 (4.169)
∂
∂X¯J
|s〉 = − i
2~
C¯IJK pˆ
I pˆK |s〉 (4.170)
De las ecs. (4.168) y (4.134) se deduce que
〈ψtop|s〉X¯ = exp
[
i
4~
xI τ¯IJx
J − f¯1(X¯) +
∞∑
g=0
~g−1Fg(
x
2
, X¯)
]
(4.171)
De esta ecuacio´n podemos ver que la razo´n f´ısica por la que 〈ψclosed|s〉X¯ tiene so´lo
dependencia anti-holomorfa en el background es porque la dependencia en la parte
holomorfa ha sido reabsorbida en el argumento de la funcio´n de onda.
Las otras dos posibilidades son
γ =
1
2
wI ∂¯IΩ¯ + p
I
holαI (4.172)
para la cual
wI = 2τ¯−1JIqI (4.173)
pIhol = −iτ¯−1IKImτKLxL (4.174)
y
γ =
1
2
uI∂IΩ + r
IαI (4.175)
para la cual
uI = 2τ−1IJqJ (4.176)
rI = iτ−1IKImτKLx¯L (4.177)
con lo que no nos aportan nada nuevo interesante.
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4.7. El estado “cuerda topolo´gica” en polarizacio´n
real
La relacio´n entre las bases de la polarizacio´n holomorfa (4.152) y la de Ka¨hler es
∂¯IΩ¯ = ∂IΩ− 2iImτIJβJ (4.178)
Esto nos indica que ambas bases coincidira´n so´lo en el l´ımite donde
i
2
[
(Imτ)−1
]IJ
∂JΩ (4.179)
sea pequen˜o. Tomando periodos obtenemos as´ı las condiciones
i
2
(Imτ)−1IJ ' 0 (4.180)
i
2
(Imτ)−1IKτKJ ' 0 (4.181)
es decir,
τIJ + τ¯IJ ' −τIJ + τ¯IJ → ±∞ (4.182)
Naturalmente, este l´ımite no se puede satisfacer si uno mantinene t¯ el complejo conjuga-
do de t. Una forma de mantener la condicio´n (4.182) es haciendo el l´ımite “holomorfo”:
z → z0 (4.183)
z¯ → νz¯0 (4.184)
con ν →∞, z0 una constante compleja y las coordenadas (z, z¯) deM aquellas que dan
los para´metros de Ka¨hler en el mirror de M . En otras palabras, estamos manteniendo z
fijo, mientras que z¯ lo estamos mandando a la regio´n ma´s profunda del cono de Ka¨hler5.
En este l´ımite
∂¯IΩ¯→ −2iImτIJβJ (4.185)
de tal forma que las coordenadas de Ka¨hler tienden a
xI → xIhol (4.186)
−iImτIJ x¯J → qholI (4.187)
con lo que los estados |xI〉 y |xIhol〉 pasan a ser proporcionales. Con las normalizaciones
elegidas en el presente trabajo la constante de proporcionalidad es precisamente 1
|xI〉X,X¯∞ = |xIhol〉X (4.188)
5El modelo B en M es equivalente, por simetr´ıa de espejo, al modelo A en la variedad imagen
M˜ , en la que los espacios de moduli de estructura compleja y de Ka¨hler esta´n intercambiados. La
clase de Ka¨hler de M˜ es una clase de cohomolog´ıa ∈ H1,1(M˜) ' H2,1(M), pero la condicio´n de que
el volumen de M˜ sea positivo implica que las posibles clases de Ka¨hler esta´n dentro de un cono en
H1,1(M˜), denominado cono de Ka¨hler. La condicio´n de estar muy dentro del cono de Ka¨hler es, por
tanto, equivalente a que el volumen de M˜ sea muy grande. Denominamos al punto correspondiente
en M al que tiende este l´ımite el “punto del infinito”.
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De las ecs. (4.188) y (4.134) se obtiene
〈ψtop|λ−1hol, xihol〉X = exp
[
f1(t) +
( χ
24
− 1
)
logλ+ (4.189)
+
∞∑
g=0
(λhol
√
~)2g−2
∑
n=0
1
n!
Cgi1...in(t, t¯∞)(λholx
i1
hol)...(λholx
in
hol)
]
Obse´rvese que esta expresio´n no contine la energ´ıa libre a ge´nero 0. Esto se debe a
las reglas de seleccio´n de los correladores de la cuerda topolo´gica. Como en el l´ımite
holomorfo se tiene tambie´n que ∂iK ∝ 1ν → 0, la relacio´n entre las variables de Ka¨hler
y las de espacio de fases “grande” se simplifica
1
2
x0hol = λ
−1
holX
0 (4.190)
1
2
xI=ihol = X
0
(
λ−1holt
i + xi
)
(4.191)
donde ti = X
i
X0
. La eq. (4.189) se escribe entonces
〈ψtop|xIhol〉X = exp
[ ∞∑
g=0
(λhol
√
~)2g−2Fg
(xhol
2
, X¯∞
)
−
−(λhol
√
~)−2F0(X)− (λhol
√
~)−2(λholxihol)∂iF0(X)−
−1
2
(λhol
√
~)−2(λholxihol)(λholx
j
hol)∂i∂jF0(X)
]
(4.192)
No´tese que, ya que las cantidades Fg son secciones de L2−2g, al escribirla en te´rminos
de variables grandes Fg(
xI
2
, X¯I) se traducen en funciones homoge´neas de grado 2− 2g
en xI . Por otro lado se tiene la relacio´n
− i
2~
xIhol
2
τIJ
xIhol
2
= −(λhol
√
~)−2F0(X)− (λhol
√
~)−2(λholxihol)∂iF0(X)−
−1
2
(λhol
√
~)−2(λholxihol)(λholx
j
hol)∂i∂jF0(X) (4.193)
Combinando las expresiones (4.157), (4.192) y (4.193) se obtiene como resultado final
que el estado “cuerda topolo´gica” en polarizacio´n real es
〈ψtop|p〉 = exp
[ ∞∑
g=0
~g−1F topg (p, X¯∞)
]
(4.194)
Podemos ahora entender f´ısicamente porque´, en el proceso de paso de la polarizacio´n
de Ka¨hler a la real se obtiene una funcio´n de onda que no depende del background inicial
de estructura compleja elegido, sin que por ello se pierda ninguna informacio´n sobre
las amplitudes de la cuerda topolo´gica. Ya no tenemos dependenca en la estructura
compleja de base porque:
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hemos mandado t¯ al punto del infinito, y
pasamos a considerar la dependencia en t como la dependencia funcional ψ(p) de
la funcion de onda.
4.8. Polarizacio´n no lineal
Dado que estamos considerando que γ pertenece al cojunto de 3-formas en H3 que
pueden descomponerse en suma del elemento de L Ωγ ma´s su complejo conjugado,
tenemos, por tanto, la posibilidad de trabajar tambie´n con otro tipo distinto de polar-
izacio´n en la que usamos las ecuaciones del atractor (2.96) para trabajar con operadores
ĈX
I
, ĈF I tales que
pI = Re
(
ĈX
I
)
(4.195)
qI = Re
(
ĈF I
)
(4.196)
No´tese que se trata de una polarizacio´n que no depende de ninguna estructura compleja
de base. A su vez, la dependencia en la base simple´ctica elegida es trivial, so´lo queda
reflejada en las variables ĈX
I
, pero no en Ωˆγ. De la relacio´n de conmutacio´n (4.87) se
tiene
1
4
[̂¯CF¯ I , ĈXJ]− hc = iδJI ~ (4.197)
Si CˆX y ˆ¯CX¯ conmutaran con su conmutador podr´ıamos sacar un τIJ factor comu´n y
escribir [
ĈX
I
, ̂¯CX¯J] ' 2~ [Imτ(ĈX)]−1IJ (4.198)
Sin embargo esta relacio´n no es exacta. No es posible cuantizar la teor´ıa en esta po-
larizacio´n sin tener ambigu¨edades de orden en los operadores. Si olvidamos estas am-
bigu¨edades, la similaridad entre las relaciones (4.198) y (4.83) nos lleva a considerar
los estados coherentes
ĈX
I |CX〉 = CX|CX〉 (4.199)
|CX〉 = exp
[
1
2~
CXIImτIJ(CX)ĈX
]
|CX = 0〉 (4.200)
Podemos aplicar, por tanto, todo el formalismo de la seccio´n 4.3. En particular tenemos
〈C¯X¯ = 0|p〉 '
√
|Imτ(p)| exp
[
i
2~
pIτIJ(p)p
J
]
' (4.201)
' exp
[
1
~
F top0 (p)
]
4.9 Discusio´n 77
Por supuesto, el hecho de que hayamos ignorado los problemas de orden de operadores
implica que todo este ana´lisis so´lo tiene validez semicla´sica. Sin embargo, la funcio´n de
particio´n de la cuerda topolo´gica esta´ bien definida a todo orden en teor´ıa de pertur-
baciones. Esto ha llevado a los autores de las referencias [18, 91] a considerar, por lo
menos heur´ısticamente, esta polarizacio´n no lineal como una definicio´n independiente
del background de la cuerda topolo´gica en la que el estado |ψtop〉 no es ma´s que
〈ψtop| = 〈C¯X¯ = 0| (4.202)
En esta polarizacio´n independiente del background la funcio´n de onda asociada a |ψtop〉
es una funcio´n trivial
ψtop(CX) = 〈ψtop|CX〉 = 1 (4.203)
4.9. Discusio´n
En este cap´ıtulo hemos visto que la cuantizacio´n de H3 puede ser descrita de forma
rigurosa ba´sicamente en te´rminos de dos tipos distintos de polarizaciones: real y de
Ka¨hler. Hemos visto tambie´n que el proceso de cambio de polarizacio´n para ir de la de
Ka¨hler a la real es equivalente a tomar un l´ımite holomorfo
〈ψtop|p〉 = exp
[ ∞∑
g=0
~g−1F topg (p, X¯∞)
]
(4.204)
en el que
mandamos la dependencia en t¯ al punto del infinito, y
pasamos a considerar la dependencia en t como la dependencia funcional ψ(p) de
la funcion de onda.
En la l´ınea de la discusio´n de la seccio´n 3.2 podemos interpretar este l´ımite holomorfo
(t, t¯)→ (t, t¯∞) como que estamos fijando el punto de base de estructura compleja en el
infinito. Por tanto, el significado f´ısico podemos asignarle a la polarizacio´n real es que
describe el modelo B en este punto de base.
Para estudiar el proceso inverso, es decir, el paso de polarizacio´n real a la de Ka¨hler,
resulta u´til utilizar los diagramas de Feynman de la ref. [96]. Tomemos, por simplicidad,
la ecuacio´n (4.92) en el caso particular en el que xI = 2λ−1XI . Ya hemos indicado que
este es el punto de base particular en el que se verifican las ecuaciones del atractor
pI = Re
[
2λ−1XI
]
(4.205)
qI = Re
[
2λ−1τIJXJ
]
78 Cuantizacio´n de H3(CY3, R)
Tambie´n hemos sen˜alado que el par (p, q) es el punto del espacio de fases en el que
esta´n centrados los estados comprimidos |x〉X,X¯ . Por tanto, estamos estudiando
〈ψtop|x = 2λ−1X〉X,X¯〉 = exp
[
f1(X) +
∑
g=2
(λ
√
~)2g−2Fg(X, X¯)
]
(4.206)
en te´rminos de su correspondiente funcio´n de onda en polarizacio´n real. Si expandimos
la integral de la ec. (4.92) en torno al punto de silla a primer orden
pcl = λ
−1X (4.207)
se obtiene
〈ψtop|x = 2λ−1X〉X,X¯〉 = (4.208)
= exp
[
f1(X) +
∑
g=2
(λ
√
~)2g−2
(
Fg(X, X¯∞) + Γg((−2iImτ)−1, ∂I1 ...∂InFr<g(X, X¯∞))
)]
donde Γg son los los mismo diagramas de Feynman que aparecen en la ec. (4.100), pero
ahora el propagador toma un valo distinto
∆˘IK(X) = −2iImτIK(X) (4.209)
No´tese que no hay te´rmino ~−1 en la ec. (4.208). Esto se debe a que la evaluacio´n de
la integral (4.92) en la aproximacio´n del punto de silla da, a primer orden 1. Adema´s,
el te´rmino correspondiente a 1-loop
Γ1 = −1
2
log|Imτ | (4.210)
se cancela con el factor |Imτ | que hay enfrente de la integral (4.92). La conclusio´n que
obtenemos de la ec. (4.208) es que la dependencia no holomorfa que tiene 〈ψtop|X〉X,X¯
viene completamente del propagador (4.209) de los diagramas de Feynman. Por otro
lado, F topg (X, X¯∞) cambia bajo una transformacio´n simple´ctica modular de foma muy
espec´ıfica (4.100), mientras que hemos visto que 〈ψtop|X〉X,X¯ es, salvo constante de
normalizacio´n |Imτ |−1/4, invariante modular. Estos dos hechos son compatibles debido
a que el propagador cambia ante una transformacio´n simple´ctica modular de la forma
(−2iImτ)−1IJ → (Cτ +D)IK(−2iImτ)−1KL(Cτ +D)JL − (Cτ +D)JLCIL (4.211)
de tal manera que esta transformacio´n se cancela con la transformacio´n de F topg (X, X¯∞).
A modo de conclusio´n para el cap´ıtulo indiquemos que aunque, de acuerdo con la
discusio´n de la seccio´n (3.2), la anomal´ıa holomorfa es una obstruccio´n para poder
identificar cu´al es la f´ısica en el espacio blanco independiente del background de la
cuerda topolo´gica, hay un sentido ma´s sofisticado en el que se mantiene la independen-
cia en el background. En efecto, aunque cada polarizacio´n posible en la que describir
las amplitudes de la cuerda topolo´gica viene dada en te´rminos de una estructura com-
pleja de base6, el hecho de que conozcamos co´mo pasar de una polarizacio´n a otra nos
6Incluso la polarizacio´n real, que esta´ construida aparentemente sin tomar ningu´n punto de base
de estructura compleja, describe la teor´ıa en un punto de base concreto, el punto del infinito.
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ha llevado a poder definir el estado independiente del background |ψtop〉 del espacio
de Hilbert abstracto Hphys. Este estado contiene toda la informacio´n sobre las ampli-
tudes de la cuerda topolo´gica. No obstante, cua´l es el origen de la teor´ıa de campos
7-dimensional de partida, que´ significa el espacio de Hilbert Hphys y que´ papel juega
en e´l |ψtop〉 son preguntas que todav´ıa no sabemos abordar. Todav´ıa hay mucho que
decir sobre el problema de la dependencia en el background de las amplitudes de la
cuerda topolo´gica. En lo que sigue abordaremos estas cuestiones en dos marcos f´ısicos
muy distintos: la relacio´n con los agujeros negros CY y la dualidad de “gran N” de
Dijkgraaf-Vafa.
80 Cuantizacio´n de H3(CY3, R)
Cap´ıtulo 5
Entrop´ıa y funciones de
distribucio´n cua´nticas
Las funciones de distribucio´n cua´nticas, aunque introducidas por primera vez por
Wigner [82] hace ya ma´s de 70 an˜os, se han convertido en el u´ltimo cuarto se siglo en
una herramienta muy importante en distintos campos de investigacio´n. Constituyen
un camino alternativo para formular la meca´nica cua´ntica, independiente de las for-
mulaciones convencionales basadas en espacios de Hilbert o en integrales de camino,
pero equivalente a e´stas. Dado un estado |ψ〉 en el que puede encontrarse un sistema
cua´ntico, su funcio´n de distribucio´n cua´ntica asociada F|ψ〉 es una funcio´n de las coorde-
nadas (p, q) del espacio de fases que nos permite calcular el valor esperado de cualquier
observable Aˆ mediante el promedio
〈ψ|Aˆ|ψ〉 =
∫
dqdpA(p, q)F|ψ〉(q, p) (5.1)
Aqu´ı A(q, p) es el observable cla´sico asociado a Aˆ. Naturalmente, hay muchas formas de
asociar una funcio´n en el espacio de fases a un operador cua´ntico dado y esto da lugar
a que se pueda asociar a un mismo estado distintas funciones de distribucio´n cua´nticas
que corresponden a las distintas formas que tenemos de ordenar los operadores (ve´ase
ape´ndice A). La funcio´n de distribucio´n ma´s popular es la funcio´n de Wigner, que se
corresponde con el mapa de Weyl [83].
Por otro lado, en el cap´ıtulo 3 hemos visto que la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking-
Wald (3.79) de los agujeros negros CY supersime´tricos viene dada en te´rminos de las
energ´ıas libres a distinto ge´nero de la cuerda topolo´gica en ese CY. A su vez en al
cap´ıtulo 4 hemos estudiado de forma precisa la relacio´n que hay entre la funcio´n de
particio´n de la cuerda topolo´gica y cierto estado f´ısico |ψtop〉 de la cuantizacio´n de H3.
En esta correspondencia las correcciones en ge´nero se corresponden con las correcciones
en ~. Parece, por tanto, natural preguntarse si SBHW, o alguna de sus generalizaciones
como las cojeturas (3.88) o (3.87), tienen una interpretacio´n simple en te´rminos de
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la meca´nica cua´ntica de H3. Dado que estas entrop´ıas son, debido al mecanismo del
atractor, funciones so´lo de las cargas (pI , qI) del agujero negro y que son precisamente
estas cantidades (pI , qI) las que actu´an como coordenadas del espacio de fases H
3, lo
ma´s natural es buscar esta relacio´n en las funciones de distribucio´n cua´nticas asociadas
a la cuantizacio´n de H3. Esta es la tarea que nos disponemos a abordar en el presente
cap´ıtulo.
Un posible camino para esta conexio´n que estamos buscando viene dado por la
relacio´n, propuesta por Ooguri, Vafa y Verlinde (OVV) [18], entre la funcio´n de onda
“cosmolo´gica” asociada a la geometr´ıa del agujero negro en cuantizacio´n radial y la
cuantizacio´n de H3(M,R). En la seccio´n 5.1 revisamos esta propuesta a a luz de los re-
sultados del cap´ıtulo 4. No obstante, veremos que el camino que merece la pena analizar
en detalle es otro bien distinto. E´ste consiste, en cambio, en relacionar directamente
la entrop´ıa del agujero negro, via su dependencia en las energ´ıas libres de la cuerda
topolo´gica, con alguna funcio´n de distribucio´n cua´ntica asociada a |ψtop〉. De hecho, en
el trabajo original de OSV [10] se sugiere que SOSV esta´ directamente relacionada con
la funcio´n de Wigner FW|ψtop〉(p, q) asociada a |ψtop〉. Sin embargo:
debido al principio de indeterminacio´n no es posible interpretar las funciones de
distribucio´n cua´nticas como verdaderas distribuciones probabil´ısticas y, de he-
cho, todav´ıa no esta´ clara la interpretacio´n f´ısica que tiene la forma concreta de
cada una de ellas. Si la entrop´ıa OSV, o la degeneracio´n microsco´pica exacta,
sea cual sea e´sta, del agujero negro coincide con una de estas distribuciones esta
interpretacio´n f´ısica que estamos buscando tiene que estar, necesariamente, ı´nti-
mamente ligada con la naturaleza de las correcciones OSV (o de las correcciones
microsco´picas).
el argumento esta´ndar que lleva de la fo´rmula (3.88) a una funcio´n de Wigner
corresponde a un ana´lisis excesivante superficial. Este argumento se basa en dos
pasos. El primero de ellos [10] es una continuacio´n anal´ıtica φ/2 → ip′ de tal
forma que, si nos olvidamos de la dependencia no holomorfa de Ztop podemos
escribir
ΩOSV (p, q) := expSOSV(p, q) =
∫
dp′mZtop(p− p′)Z¯top(p+ p′)eipiqp′ (5.2)
El segundo paso consiste en forzar que la expresio´n obtenida sea invariante sim-
ple´ctica. Esto implica que Ztop(p) debe transformar de la misma forma que |p〉,
esto es, que ha de identificarse con la funcio´n de onda en polarizacio´n real. De esta
forma la expresio´n (5.2) se convierte en una funcio´n de Wigner. Pero e´ste no es
el camino natural de conectar la conjetura OSV con las funciones de distribucio´n
cua´nticas. Como hemos visto en el cap´ıtulo anterior, la cantidad Ztop(λ
−1; t, t¯)
que aparece en (3.88) no es una funcio´n de onda en polarizacio´n real, sino en
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polarizacio´n de Ka¨hler. Por tanto, este argumento ignora por completo el signifi-
cado f´ısico de la dependencia en (t, t¯) como la anchura en el espacio de fases de los
estados coherentes comprimidos que sirven de base para esta representacio´n de
|ψtop〉. No´tese que esta dependencia en t¯ es crucial para poder obtener las ecua-
ciones del atractor corregidas (3.78) de las refs. [76, 77], y para poder obtener,
como aproximacio´n de punto de silla de OSV, la entrop´ıa de BHW (3.79).
En las secciones 5.2 y 5.3 abordamos esta empresa mediante la definicio´n de un
mapa preciso entre los agujeros negros y ciertos estados comprimidos de la cuantizacio´n
de H3(M,R). Veremos que se puede representar la entrop´ıa de BHW y la funcio´n
de particio´n de OSV en te´rminos de una funcio´n de distribucio´n cua´ntica de tipo
Husimi/anti-Husimi mixta. Esto da lugar a que se pueda analizar el significado de las
correcciones a la entrop´ıa desde el punto de vista de la cuantizacio´n de H3(M,R).
5.1. Flujo del atractor cua´ntico
Volvamos al sistema unidimiensional del flujo del atractor del cap´ıtulo 2. La me´trica
extremal (2.51) se escribe en te´rminos de la coordenada w como
ds2 = e2U(dt)2 − e−2U+2w [(dw)2 + dΩ2] (5.3)
Es conveniente realizar el cambio de variables
U = U˜ + w (5.4)
y hacer una rotacio´n de Wick para trabajar con la correspondiente me´trica eucl´ıdea
ds2 = e2U˜+2w(dt)2 + e−2U˜
[
(dw)2 + dΩ2
]
(5.5)
Al hacer esto, podemos interpretar la coordenada radial w como un tiempo eucl´ıdeo
que nos parametriza la evolucio´n del espacio M × S2 × S1, siendo S1 la direccio´n
correspondiente al tiempo f´ısico compactificada con condiciones de frontera que pre-
serven supersimetr´ıa. Desde este punto de vista la evolucio´n “temporal” del sistema
U˜(w), zi(w), z¯ i¯(w) viene dada por la accio´n
S =
∫ +∞
−∞
dwew
(dU˜
dw
+ 1
)2
+Gij¯
dzi
dw
dz¯ j¯
dw
+ e2U˜VBH(z, z¯, p, q)
 (5.6)
con la ligadura (
dU˜
dw
+ 1
)2
+Gij¯
dzi
dw
e2w
dz¯ j¯
dw
− e2U˜VBH(z, z¯, p, q) = 0 (5.7)
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Teniendo en cuenta que
|∂i|Zp,q||2 = 1
4
|DiZ|2 (5.8)
podemos escribir la accio´n (5.6) de la forma
S =
1
2
∫ +∞
−∞
dwew
(dU˜
dw
+ 1− eU˜ |Zp,q|
)2
+
∣∣∣∣dzidw + 2eU˜Gik¯∂¯k¯|Zp,q|
∣∣∣∣2 − 2e−w ddw (eU˜+w|Zp,q|)

(5.9)
El u´ltimo te´rmino es una derivada total, que da
eU˜+w →
√
4pi
A
ew → 0 en w → −∞ (5.10)
eU˜+w → eMτ → 1 en w → +∞ (5.11)
Es conveniente, en vez de trabajar con U˜(w), zi(w), z¯ i¯(w), usar las variables CXI(w), C¯X¯(w),
donde C viene dado por la ec. (2.88). Escribiendo la accio´n en estas variables podemos
considerar formalmente la integral de camino eucl´ıdea entre los “instantes” wi y wf
〈i|f〉 =
∫ f
i
D[CX]D[C¯X¯](medida) exp
[
−S
(
CX, C¯X¯,
dCX
dw
,
dC¯X¯
dw
)]
(5.12)
No´tese que se trata de una integral de camino en la aproximacio´n de mini-superespacio
en la que los grados de libertad espacio temporales se reducen a CX I(w), C¯X¯(w). Dado
que el tiempo propio es
(dT )2 = R2S2(dw)
2 = −1
2
C¯X¯IImτIJ(X)CX
J(dw)2 (5.13)
aunque estemos fijando wi y wf , estamos integrando el tiempo propio entre los instantes
i y f . Esto implica que la integral de camino 〈i|f〉 va a ser la funcio´n de Green asociada
al operador
̂( dS
dRS2
)
=
(
dS
dRS2
)(
(CXI)f , (C¯X¯
I)f ,− 1
4~
(Imτ)−1IJf
∂
∂(C¯X¯J)f
,− 1
4~
(Imτ)−1IJf
∂
∂(CXJ)f
)
(5.14)
Por tanto, las posibles funciones de onda “cosmolo´gicas” que podemos definir a partir
de la integral de camino (5.12) obedecen la ecuacio´n de Wheeler-DeWitt
̂( dS
dRS2
)
ψ
(
CX, C¯X¯
)
= 0 (5.15)
La idea de OVV [18] consiste en asociar al agujero negro CY de cargas (pI , qJ) una
funcio´n de onda “cosmolo´gica” ψp,q. E´sta va a ser en general una funcio´n de las variables
de mini-superpespacio
(
CX, C¯X¯
)
ya que es el valor de estas variables lo que hay que
fijar en los extremos de la integral (5.12). De nuevo es en el caso supersime´trico en el
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que podemos tener cierto control, porque es entonces cuando, en cuanto al ca´lculo de
cantidades BPS, la aproximacio´n de mini-superespacio es exacta. Hay que imponer por
tanto, como ligaduras, las ecuaciones del flujo del atractor BPS (2.89). Este conjunto
de ligaduras actu´an, en la cuantizacio´n, como
ligaduras de segunda clase. La cuantizacio´n ha de hacerse con corchetes de Dirac,
en vez de Poisson, reducie´ndose el espacio de fases al parametrizado por el par
(CXI , C¯X¯J). Se trata, por tanto, de la cuantizacio´n de H3(M,R) en polarizacio´n
no lineal. Al igual que ocurre en la seccio´n 4.8, la promocio´n de los corchetes de
Dirac a conmutadores da tambie´n en este caso lugar a problemas de ordenacio´n
de operadores. Ignorando de nuevo estos problemas se obtiene la relacio´n de
conmutacio´n (4.198). Las correspondientes funciones de onda de cosmolo´gicas se
escriben por tanto
ψp,q(CX) := 〈ψp,q|CX〉 (5.16)
ligaduras de primera clase, que imponen que las funciones de onda f´ısicas obe-
dezcan (
∂
∂(CXI)
+
i
2~
∂Wp,q(CX)
∂(CXI)
)
ψp,q(CX) = 0 (5.17)
La condicio´n (5.17) determina totalente ψp,q(CX) salvo constate de normalizacio´n que
puede depender de p y q, pero no de CXI
ψp,q(CX) = (cte)p,q exp
[
− i
2~
Wp,q(CX)
]
(5.18)
Podemos valernos del formalismo de estados coherentes desarrolado en el cap´ıtulo an-
terior para obtener el estado correspondiente a esta funcio´n de onda en te´rminos de
|ψtop〉. En efecto, si denotamos por |(CX)p,q〉 el estado “coherente” de polarizacio´n no
lineal centrado en (pI , qJ), es directo obtener
〈(C¯X¯)p,q|CX〉 = exp
[
+
i
2~
Wp,q(CX)
]
(5.19)
Es claro, por tanto, que 〈ψp,q| = 〈−(C¯X¯)p,q|. Pero en la seccio´n 4.8 hemos visto que
〈ψtop| es (4.202) el estado de polarizacio´n no lineal centrado en (0, 0). Por tanto,
〈ψp,q| = 〈ψtop|Dˆ(p, q) (5.20)
donde
Dˆ(p, q) = e
i
~
(pqˆ−qpˆ) (5.21)
es el operador desplazamiento (unitario) de Weyl. Se trata de un operador que realiza
un desplazamiento (pI , qJ) en el espacio de fases.
86 Entrop´ıa y funciones de distribucio´n cua´nticas
Por supuesto, al igual que ocurre en la seccio´n 4.8, el ana´lisis realizado aqu´ı so´lo tiene
validez semicla´sico. As´ı, por ejemplo, se espera que la ec. (5.18) tenga correcciones a
todos los o´rdenes en ~. No obstante, como la funcio´n de particio´n de la cuerda topolo´gica
esta´ bien definida a todo orden en teor´ıa de perturbaciones, la ec. (5.20) tiene sentido
a todos los o´rdenes en ~ y se espera que proporcione todas las correcciones cua´nticas
a la funcio´n de onda “cosmolo´gica” asociada al agujero negro.
5.2. La funcio´n de distribucio´n cua´ntica del agujero
negro
Aunque hemos visto que en polarizacio´n no lineal no sabemos co´mo controlar las
correcciones cua´nticas, podemos ir ma´s alla´ de simples ana´lisis semicla´sicos si traba-
jamos con una linearizacio´n de e´sta: la polarizacio´n de Ka¨hler. La construccio´n que
vamos a realizar comienza con la definicio´n de un mapa que asocia, a un agujero negro
CY supersime´trico dado de cargas (pI , qJ), un estado comprimido |BH(p, q)〉 de la po-
larizacio´n de Ka¨hler. Intuitivamente |BH(p, q)〉 es el estado comprimido centrado en el
punto (pI , qJ) y con anchura dada por la estructura compleja en el punto del atractor
del agujero negro. Ma´s concretamente, si denotamos como Ωquanp,q /λ
quan
p,q a la solucio´n de
las ecuaciones del atractor corregidas para el agujero negro de cargas (pI , qJ), definimos
un mapa (p, q)→ (p˜, q˜) tal que
Ωp˜,q˜
λp˜,q˜
=
Ωquanp,q
λquanp,q
(5.22)
donde Ωp˜,q˜ y λp˜,q˜ son las soluciones de las ecuaciones del atractor cla´sicas para las cargas
(p˜, q˜). Es obvio que p˜ = p, pero q˜ = q˜(p, q) va a ser en general diferente de q. La posicio´n
en el eje q del estado comprimido va a estar, por tanto, corregida cua´nticamente. No´tese
que, si existe solucio´n a las ecuaciones del atractor corregidas para las cargas (p, q)
dadas, entonces siempre es posible definir q˜ para estas cargas. El estado coherente que
asociamos al agujero negro de cargas (p, q) es aque´l que esta´ centrado en (p, q˜) con
estructura compleja de base dada por Ωp,q˜:
BH(p, q) −→ |xip,q˜,Ωp,q˜ , λ
−1
p,q˜,Ωp,q˜
〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜ (5.23)
No´tese que, con esta definicio´n,
xip,q˜,Ωp,q˜ = 0 (5.24)
Lo primero que hay que resaltar es que, si tomamos el valor ~ = 1/pi para la
constante de Planck, la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking (2.99) para el agujero negro
de cargas (p, q˜) viene precisamente dada por la normalzacio´n relativa de este estado
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coherente con respecto al “vac´ıo” |0, 0〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜ .
〈0, λ−1p,q˜,Ωp,q˜ |0, λ
−1
p,q˜,Ωp,q˜
〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜
〈0, λ−10,0,Ωp,q˜ = 0|0, λ
−1
0,0,Ωp,q˜
= 0〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜
= exp
[
−1
~
e−K(Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜)|λ−1p,q˜,Ωp,q˜ |2
]
= e−SBH(p,q˜)
(5.25)
Naturalemente, la relacio´n que hay entre el punto (p, q˜) y las coordenadas de Ka¨hler
x, λ−1 del estado comprimido es puramente cla´sica, y esta es la razo´n nada misteriosa
por la que somos capaces de reproducir la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking en te´rminos
de estos estados.
Si, por el contrario, lo que queremos es reproducir la entrop´ıa de BHW (3.79)
necesitamos introducir necesariamente el estado |ψtop〉, ya que e´ste contiene todas las
correcciones en ge´nero de la energ´ıa libre de la cuerda topolo´gica. Adema´s, conocemos
de forma exacta cua´l es su producto escalar con el estado coherente del agujero negro.
Esto da lugar a la expresio´n
SBHW(p, q) = log|〈ψtop|0, λ−1p,q˜,Ωp,q˜〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜ |
2+
pi
λ2p,q˜
F0(Ωp,q˜)+
pi
λ¯2p,q˜
F0(Ω¯p,q˜)+
pi
2
qφp,q˜ (5.26)
Esta representacio´n de la entrop´ıa de BHW tiene un significado muy interesante en
te´rminos del formalismo de las funciones de distribucio´n cua´nticas. Para aclarar este
significado necesitamos volver a la discusio´n acerca de la normalizacio´n de los estados
coherentes con respecto a |0, 0〉 de la seccio´n 4.3. Hasta ahora hemos tomado el con-
venio de definir los estados coherentes mediante la aplicacio´n sobre el estado vac´ıo del
operador1 eβbˆ
+
. Los estados comprimidos as´ı definidos tienen dependencia holomorfa
en β = (x, λ), lo que resulta fundamental para poder identificar la anomal´ıa holomorfa
con la transformacio´n de Bogolioubov que resulta del cambio de estructura compleja
de base (ve´ase seccio´n 4.5). Lo que ganamos por tener dependencia holomorfa en (x, λ)
lo perdemos en el hecho de que estos estados no esta´n normalizados con respecto al
estado “vac´ıo”. Hay, sin embargo, una forma distinta de definir los estados coherentes
que consiste en aplicar sobre el “vac´ıo” el operador desplazamiento de Weyl
Dˆ(β)|0〉 = eβbˆ†−β∗bˆ|0〉 (5.27)
Los estados coherentes as´ı definidos son
|x, λ−1〉 = exp
[
−1
~
e−K ˆ¯λ
−1
λ−1 +
1
~
e−Kxi ˆ¯xj¯Gij¯ +
1
~
e−K λˆ−1λ¯−1 − 1
~
e−K xˆix¯j¯Gij¯
]
|0, 0〉
(5.28)
No´tese que ahora no son holomorfos con respecto a (x, λ−1), pero esta´n normalizados
con respecto al “vac´ıo”
I =
∫
dµx,λ−1|x, λ−1〉〈x¯, λ¯−1| (5.29)
1en la notacio´n esta´ndar del formalismo de estados comprimidos (ve´ase ape´ndice A).
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〈x¯′, λ¯−1′|x, λ−1〉
〈0¯, 0¯|0, 0〉 = exp
[
−1
~
e−K λ¯−1′λ−1 +
1
~
e−Kxix¯j¯′Gij¯
]
· (5.30)
· exp
[
+
1
2~
e−K λ¯−1λ−1 − 1
2~
e−Kxix¯j¯Gij¯
]
· (5.31)
· exp
[
+
1
2~
e−K λ¯−1′λ−1′ − 1
2~
e−Kxi′x¯j¯′Gij¯
]
(5.32)
Para distinguirlos de los anteriores vamos a denotar estos estados con la coletilla
“good”. El punto principal es que, si pasamos de los estados mal normalizados a los
“good”, podemos absorber la contribucio´n F0 en la ec. (5.26). Como
SBH(p, q˜) =
pi
λ2p,q˜
F0(Ωp,q˜) +
pi
λ¯2p,q˜
F0(Ω¯p,q˜) +
pi
2
q˜φp,q˜ (5.33)
el resultado al que se llega es
eSBHW(p,q) = |〈ψtop|0, λ−1p,q˜,Ωquanp,q 〉Ωquanp,q ,Ω¯quanp,q good|
2 exp
pi
2
(q − q˜)φquanp,q (5.34)
En esta representacio´n la entrop´ıa de BHW es ba´sicamente la convolucio´n del estado
|ψtop〉 con el estado comprimido del agujero negro, centrado en p, q˜(p, q), donde recor-
damos que las anchuras de e´ste u´ltimo, y los parametros de deformacio´n (squeezing
parameters), vienen dados por τIJ evaluado en el punto del atractor corregido.
No´tese que la ec. (5.34) que hemos obtenido era parte de lo que esta´bamos buscan-
do: una forma de expresar la entrop´ıa del agujero negro en te´rminos de amplitudes en la
cuantizacio´n de H3. Si tenemos adema´s en cuenta el resultado (5.20) de la seccio´n ante-
rior, es decir, que podemos considerar el estado 〈ψtop| desplazado en el espacio de fases
como el estado “cosmolo´gico” supersime´trico de la cuantizacio´n radial, encontramos
una interpretacio´n interesante para la ec. (5.34). Reordenando, se tiene
eSBHW (p,q) = 〈ψp,q|
[
|0, 0〉Ωquanp,q ,Ω¯quanp,q exp
(pi
2
(q − q˜)φquanp,q
)
〈0, 0|Ωquanp,q ,Ω¯quanp,q
]
|ψp,q〉 (5.35)
Dado que la geometr´ıa AdS2 de cerca del horizonte, en el eucl´ıdeo, y con el tiempo
global compactificado, puede mapearse conformemente a un cilindro, podemos entender
la ec. (5.35) como una dualidad ana´loga a la dualidad cuerda abierta/cuerda cerrada
de la fig. 1.1.2. En efecto, el lado derecho, ana´logo al canal de cuerda cerrada, puede
identificarse via la ec. (5.20) como una amplitud en cuantizacio´n radial donde cada
una de las dos fronteras del cilindro tiene asociado el estado |ψp,q〉. En cambio, el lado
izquierdo, ana´logo al canal de cuerda abierta, se identifica, via el origen microsco´pico de
SBHW, con una traza en el espacio de Hilbert de cuantizacio´n temporal. La diferencia
con la figura 1.1.2 es que esta dualidad tiene lugar en el espacio blanco, no en la hoja
de mundo.
El otro resultado que esta´bamos buscando era poder expresar la entrop´ıa en te´rmi-
nos de una funcio´n de distribucio´n cua´ntica asociada a 〈ψtop|. Esto lo podemos hacer
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si denominamos al mo´dulo al cuadrado que aparece en la ec. (5.34) la “funcio´n de
distribucio´n cua´ntica del agujero negro”. La escribimos como
FBH|ψtop〉(p, q˜; Ωp,q˜, Ω¯p,q˜) = |〈ψtop|λ−1p,q˜;Ωp,q˜ , 0〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜good|2 (5.36)
donde recordamos que Ωp,q˜ = Ω
quan
p,q es el punto del atractor corregido. Para mostrar
que se trata de una verdadera funcio´n de distribucio´n cua´ntica y poner de manifiesto
su significado vamos a introducir dos funciones delta
FBH|ψtop〉 =
∫
dµx′,λ−1′δ(x
′)δ(λ−1′ − λ−1p,q˜;Ωp,q˜)|〈ψtop|λ−1′, x′〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜good|2 (5.37)
Si usamos la siguiente expresio´n para estas deltas
δ(x′) =
∫
dµx′′ exp
[
1
~
e−KGij¯x
i′′x¯j¯′ − 1
~
e−KGij¯x
i′x¯j¯′′
]
(5.38)
δ(λ−1′) =
∫
dµλ−1′′ exp
[
1
~
e−Kλ−1′′λ¯−1′ − 1
~
e−Kλ−1′λ¯−1′′
]
(5.39)
donde K y Gij¯ esta´n evaluadas en Ωp,q˜, obtenemos
FBH|ψtop〉 =
∫
dµx′′,λ−1′′dµx′,λ−1′ |〈ψtop|λ−1′, x′〉Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜good|2
exp
[
1
~
e−Kλ−1′′λ¯−1′ +
1
~
e−KGij¯x
i′′x¯j¯′ − 1
~
e−Kλ−1′λ¯−1′′ − 1
~
e−KGij¯x
i′x¯j¯′′
]
exp
[
−1
~
e−Kλ−1′′λ¯−1p,q˜;Ωp,q˜ +
1
~
e−Kλ−1p,q˜;Ωp,q˜ λ¯
−1′′
]
(5.40)
Dado que |λ−1′, x′〉 es un autoestado de λˆ−1, xˆi
FBH|ψtop〉 =
∫
dµx′′,λ−1′′dµx′,λ−1′〈ψtop|e− 1~ e−K λˆ−1λ¯−1′′− 1~ e−KGij¯ xˆix¯j¯′′ |λ−1′, x′〉Xp,q˜ ,X¯p,q˜good
Ωp,q˜ ,Ω¯p,q˜good〈λ−1′, x′|e
1
~
e−Kλ−1′′ ˆ¯λ
−1
+ 1
~
e−KGij¯x
i′′ ˆ¯x
j¯ |ψtop〉
exp
[
−1
~
e−Kλ−1′′λ¯−1p,q˜;Ωp,q˜ +
1
~
e−Kλ−1p,q˜;Ωp,q˜ λ¯
−1′′
]
(5.41)
Finalmente usamos las expresiones (5.29) y (5.24) y obtenemos
FBH|ψtop〉 =
∫
dµx′′,λ−1′′〈ψtop|e− 1~ e−K λˆ−1λ¯−1′′− 1~ e−KGij¯ xˆix¯j¯′′e 1~ e−Kλ−1′′ ˆ¯λ
−1
+ 1
~
e−KGij¯x
i′′ ˆ¯x
j¯ |ψtop〉
exp
[
1
~
e−Kλ−1p,q˜;Ωp,q˜ λ¯
−1′′ +
1
~
e−KGij¯x
i
p,q˜;Ωp,q˜
x¯j¯′′ − 1
~
e−Kλ−1′′λ¯−1p,q˜;Ωp,q˜ −
1
~
e−KGij¯x
i′′x¯j¯p,q˜;Ωp,q˜
]
En esta expresio´n se observa expl´ıcitamente (ve´ase la fo´rmula (A.24)) que la funcio´n
de distribucio´n del agujero negro corresponde a una funcio´n de distribucio´n cua´ntica
en la que el mapa A(p, q)→ Aˆ(pˆ, qˆ) se hace con una regla de orden de operadores en la
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que λˆ−1 y xˆi se situ´an delante de sus adjuntos. Como λˆ−1 es un operador de creacio´n,
mientras que xˆi son operadores de aniquilacio´n, se trata, por tanto, de un orden “nor-
mal” con respecto al sector λ−1, pero antinormal con respecto al sector xi. En otra
palabras, la funcio´n de distribucio´n del agujero negro es una funcio´n de Husimi/anti-
Husimi mixta2 asociada al estado |ψtop〉. Para un estado dado hay toda una familia de
funciones de distribucio´n cua´nticas de Husimi o anti-Husimi asociadas, parametrizada
por los para´metros de resolucio´n. En este caso, el para´metro de resolucio´n que corre-
sponde a la funcio´n de distribucio´n del agujero negro viene dado por τIJ evaluado en el
punto del atractor corregido. No´tese tambie´n que, para llevar a cabo esta derivacio´n, ha
sido crucial el hecho de que hemos trabajado con estados comprimidos correctamente
normalizados con respecto a |0, 0〉.
En conclusio´n, hemos expresado la entrop´ıa de BHW como una funcio´n de dis-
tribucio´n de Husimi/anti-Husimi mixta en H3. En la pro´xima seccio´n aplicamos este
resultado para estudiar el significado f´ısico de la generalizacio´n de BHW que proponen
OSV.
5.3. OSV en te´rminos de la cuantizacio´n de H3. Sig-
nificado f´ısico
Como hemos explicado en la seccio´n 3.5, el punto de vista que adoptamos en el
presente trabajo (conjetura OSV) consiste en interpretar la entrop´ıa de BHW como
la transformada de Legendre de la energ´ıa libre logZBH(p, φ) asociada a un colectivo
mixto. La correspondiente funcio´n de particio´n ZBH viene entonces dada (3.90) por el
cuadrado de la funcio´n de particio´n de la cuerda topolo´gica. Es, por tanto, | expFtop|2
la que tiene, de forma natural, interpretacio´n microsco´pica como cierta traza en el
espacio de estados de la cuantizacio´n temporal del sistema. Se hace, por tanto, necesario
reescribir la dualidad “open/closed” (5.35) en te´rminos de esta cantidad, mejor que de
expSBHW. Utiizando los mismos razonamientos de la seccio´n anterior se tiene
ZBH(p, φ) = |〈ψtop|0, λ−1p,qφ,Ω〉Ω,Ω¯good|2 exp−
pi
2
qφφ = (5.42)
= FBH|ψtop〉
(
p, qφ;X = p+ i
φ
2
, X¯ = p− iφ
2
)
exp
[
+pi
φI
2
ImτIJ
φJ
2
− pi
2
φIReτIJp
J
]
donde qφ = −Imτ φ2 + Reτp es la carga asociada, mediante las ecuaciones del atractor
cla´sicas (2.98), a X = p+ iφ
2
. Podemos escribir tambie´n
−pi
2
qφφ = +piqφ(Imτ)
−1(qφ − Reτp) (5.43)
2En el ape´ndice A pueden verse las definiciones y propiedades de las funciones de Husimi, anti-
Husimi y Wigner.
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La conclusio´n es, por tanto, que la funcio´n de particio´n mixta de OSV viene dada
ba´sicamente por la funcio´n de Husimi/anti-Husimi asociada a |ψtop〉, con anchura dada
por (p, φ), multiplicada por la exponencial del cuadrado de la carga cla´sica qφ asociada
a (p, φ). Pasando al colectivo microcano´nico, se tiene la siguiente expresio´n para el
nu´mero de microestados compatibles
Ω(p, q) =
∫
dφm|〈ψtop|0, λ−1p,qφ,Ω〉Ω,Ω¯good|2 exp
pi
2
(q − qφ)φ = (5.44)
=
∫
dφmFBH|ψtop〉
(
p, qφ;X = p+ i
φ
2
, X¯ = p− iφ
2
)
exp
[
pi
φ
2
Imτ
φ
2
+ pi
φ
2
(q − Reτp)
]
Si usamos la reacio´n inversa entre los dos colectivos podemos escribir la funcio´n de
distribucio´n del agujero negro en te´rminos de Ω(p, q)
FBH|ψtop〉(p, qφ;X, X¯) =
∫
dq′Ω(p, q′) exp
[
+pi(q′ − qφ)(Imτ)−1(qφ − Reτp)
]
(5.45)
No´tese que la representacio´n integral (5.45) de F BH que hemos obtenido es una conse-
cuencia directa de la conjetura OSV (3.90) y que puede usarse como una forma alter-
nativa de establecerla. Sin embargo, so´lo el significado mecano-cua´ntico de la funcio´n
de distribucio´n del agujero negro ya conduce de por s´ı, sin la necesidad en invocar un
colectivo mixto para el agujero negro, a una representacio´n integral de F BH en te´rmi-
nos de la funcio´n de distribucio´n de Wigner asociada a |ψtop〉. Esta otra representacio´n
integral tiene, por tanto, un origen totalmente diferente del de la que se deriva de la
conjetura OSV. Sin embargo, vamos a ver que, en cierto l´ımite, ambas representaciones
coinciden.
La expresio´n que nos permite relacionar F BH|ψtop〉 con la funcio´n de Wigner
3 FW|ψtop〉(p, q)
es4
FBH|ψtop〉(p, qφ;X, X¯) =
∫
dp′dq′FW|ψtop〉(p
′, q′) (5.46)
exp
[−pi ((qφ − q′)− Reτ(p− p′)) (Imτ)−1 ((qφ − q′)− Reτ(p− p′))
−pi(p− p′)Imτ(p− p′)]
Podemos ahora comparar esta representacio´n integral con la que se deriva de OSV.
Trabajando por simplicidad en el caso en el que Reτ = 0, se tiene
FBH|ψtop〉 =
∫
dp′dq′ FW|ψtop(p
′, q′) exp
[−pi(qφ − q′)(Imτ)−1(qφ − q′)− pi(p− p′)Imτ(p− p′)]
FBH|ψtop〉 =
∫
dq′ Ω(p, q′) exp
[−pi(qφ − q′)(Imτ)−1qφ] (5.47)
3Esta es precisamente la funcio´n de Wigner que se conjetura [91,113,114] que es igual a la funcio´n de
particio´n de la teor´ıa de Hitchin VH [115]. De hecho, si definimos lo que ser´ıa equivalente a la funcio´n
de Husimi/anti-Husimi mixta en polarizacio´n no lineal F nl|ψtop〉(p, q) y usamos que ψtop(CX) = 1,
obtenemos que la expresio´n que da FW|ψtop〉(p, q) en te´rminos de F
nl
|ψtop〉
(p, q) no es ma´s que la funcio´n
de particio´n de la teor´ıa de Hitchin. Esta expresio´n puede obtenerse fa´cilmente si insertamos I =∫
dµX,X¯ |X〉〈X| en (A.28). Esta conjetura ha sido estudiada a orden de 1-lazo en [116].
4Ve´ase ape´ndice A
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En general ambas relaciones son distintas, lo que muestra que la degeneracio´n de estados
que postula OSV Ω(p, q) no es una funcio´n de Wigner, sino un objeto de naturaleza muy
diferente. Sin embargo, si el agujero negro es tal que el punto del atractor esta´ localizado
en una regio´n “en el infinito” en el que
τ → i∞ (5.48)
ambas expresiones coinciden. Puede verse que esta regio´n esta´ dentro de la regio´n en la
que (X, X¯) ' (X∞, X¯∞)5. No´tese que tanto FW|ψtop〉(p, q) como Ω(p, q) son funciones que
no dependen de ningu´n background, pero so´lo Ω(p, q) tiene el significado estad´ıstico de
degeneracio´n microsco´pica de estados.
Es bien sabido que la informacio´n que contiene cada una de las funciones de dis-
tribucio´n cua´nticas asociadas a un mismo estado es equivalente a la que contiene la
funcio´n de onda, de tal forma que elegir una distribucio´n u otra es una cuestio´n de
conveniencia. Por ejemplo, aunque la funcio´n de Wigner comparte con las verdaderas
funciones de distribucio´n la propiedad
|ψ(p)|2 =
∫
dqFW|ψ〉(p, q) (5.49)
falla en no ser definido-positiva. De hecho, oscila ra´pidamente en las regiones del espacio
de fases que quedan fuera de la trayectoria cla´sica del sistema [139]. Por otro lado, en
el caso en el que lo que interesa son las densidades semicla´sicas de probabilidad en el
espacio de fases resulta ma´s conveniente usar las distribuciones de Husimi. Esto se debe
a que este tipo de distribuciones, aunque no poseen la propiedad (5.49), se obtienen a
partir de la funcio´n de Wigner haciendo, en cada punto (p, q), un promedio del valor de
FW en los alrededores de (p, q), de tal forma que el resultado siempre es positivo. Este
promedio se hace de tal forma que el peso de cada punto viene dado por el valor de
ciertas gaussianas6. De hecho, la funcio´n de Wigner tambie´n se puede obtiener a partir
de las funciones de anti-Husimi haciendo precisamente este mismo promedio. Como
todas las funciones de distribucio´n contienen, desde el punto de vista de la meca´nica
cua´ntica, la misma informacio´n, podr´ıamos considerar que esta informacio´n perdida en
este promedio no tiene significado f´ısico.
No obstante, el punto de vista expresado en el pa´rrafo anterior corresponde con el
hecho de considerar, en cada caso, el nu´cleo de la funcio´n de distribucio´n adecuado.
Como se explica en el ape´ndice A, el nu´cleo de la funcio´n de distribucio´n (A.21) es
trivial so´lo en el caso de la funcio´n de Wigner, pero da lugar a medidas no triviales
residuales para todas las dema´s funciones de distribucio´n, incluyendo la de Husimi.
5De hecho, las derivaciones microsco´picas [80, 88, 89, 110] que se han hecho hasta la fecha de la
conjetura OSV suponen precisamente el caso en el que la estructura compleja del horizonte esta´ en
esta regio´n del infinito. E´ste es el motivo por el que encuentran una relacio´n entre la degeneracio´n
microsco´pica y la energ´ıa libre topolo´gica en la que no aparecen las correcciones no holomorfas.
6Las anchuras de estas gaussianas son precisamente las que definen los estados comprimidos.
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Esto implica que, si nos empen˜amos en mantener de forma forzosa el mapa de Weyl,
la expresio´n integral que da los valores medios de las observables queda revestida por
estos factores de conversio´n, de tal manera que ya no podemos interpretar las funciones
como FH como funciones de distribucio´n. El ignorar estos factores en el ca´lculo de los
valores medios da lugar a que se pierda informacio´n cua´ntica. Se estar´ıa haciendo una
aproximacio´n de “punto grueso” en el espacio de fases. Este es el punto de vista con el
que se puede dar sentido f´ısico al promedio descrito en el pa´rrafo anterior.
En todo caso, en el problema que nos preocupa, hemos escrito la entrop´ıa de BHW
en te´rminos de una funcio´n de distribucio´n de Husimi/anti-Husimi mixta. Por tanto,
esta entrop´ıa contiene, en el sector λ−1 informacio´n que ha sido promediada en la fun-
cio´n de Wigner, mientras que la funcio´n de Wigner contiene, en el sector x, informacio´n
“extra”, que esta´ promediada en FBH. No obstante, dado que el objeto
〈ψtop|λ−1, x〉 = ψtop(λ−1, x) (5.50)
tiene setido en el espacio de Hilbert que hemos considerado, nuestra funcio´n de Husimi/anti-
Husimi es positiva. En conclusio´n, en cierto sentido, la funcio´n de Wigner, y Ω(p, q) en
la regio´n τ → i∞, contiene menos informacio´n en el sector λ−1 que la contenida en la
entrop´ıa de BHW, pero informacio´n extra7 en el sector x. Es esta informacio´n extra la
que aporta la conjetura OSV, acerca de la degeneracio´n de microestados y al menos en
la regio´n τ → i∞, y que no esta´ contenida en la fo´rmula de BHW.
7No´tese que, de los resultados de la seccio´n 4.7 se obtiene que en la regio´n (Xp,q˜, X¯p,q˜) ∼ (X∞, X¯∞)
nuestra funcio´n de Husimi/anti-Husimi mixta se vuelve pra´cticamente independiente de q y se aproxi-
ma mucho a |〈ψtop|p〉|2. Por otro lado, la funcio´n de Wigner no necesita de ningu´n punto de base para
ser definida. Por tanto, en esta regio´n, lo que calcula la funcio´n de distribucio´n del agujero negro es
la suma (5.49) de los valores que toma la funcio´n de Wigner en los distintos valores de q para un p
dado.
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Cap´ıtulo 6
Dualidad de “gran N” como un
cambio de polarizacio´n
Hasta ahora hemos considerado so´lo cuerdas topolo´gicas cerradas. No obstante,
es posible formular los modelos A y B para cuerdas topolo´gicas abiertas [119, 120]
mediante la imposicio´n de condiciones para los campos de la hoja de mundo Σg,h en la
frontera ∂Σg,h que preserven la simetr´ıa BRST de la teor´ıa. En concreto, para el modelo
B esto se traduce en condiciones de frontera tipo Dirichlet para los φµ correspondientes
a ciertas direcciones, y Neumann en las restantes, que hacen que las cuerdas abiertas
este´n ancladas en ciclos holomorfos de M . En este caso “topolo´gico” es u´til trabajar
con la descripcio´n de la dina´mica de estas cuerdas abiertas que da la teor´ıa de campos
de la cuerda (“string field theory”, SFT). Esto se debe a que en este caso, al contrario
de lo que ocurre en las supercuerdas, la teor´ıa de campos de las cuerdas abiertas es,
exactamente, una teor´ıa gauge tratable y, en algunos casos, muy sencilla. Hemos visto
en el cap´ıtulo 3 que para el modelo B el l´ımite cla´sico es exacto, con lo que los modos
en los que φµ no es constante a lo largo de la cuerda desacoplan. Esto implica, por
ejemplo, que, en el caso de que el ciclo holomorfo donde esta´n enrolladas las branas
sea todo el CY, la “string field theory” de las cuerdas abiertas se reduzca simplemente
a una “field theory” con accio´n
S =
1
2gs
∫
M
Ω ∧ Tr
(
A ∧ ∂¯A+ 2
3
A ∧ A ∧ A
)
(6.1)
donde denotamos aqu´ı por gs el acoplo de la cuerda topolo´gica y A es la parte (0, 1) de
la conexio´n gauge sobre la brana. En el caso de que tengamosN branas, A esta´ evaluada
en el a´lgebra de Lie asociada al grupo U(N).
As´ımismo, hasta ahora tambie´n hemos considerado so´lo el caso en el que el espa-
cio blanco de la cuerda topolo´gica M es compacto. Sin embargo, tambie´n es posible
definir la teor´ıa de cuerdas topolo´gicas en variedades no compactas. Nos referimos a
las denominadas “variedades Calabi-Yau locales”, que son variedades de Ka¨hler no
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compactas con c1 = 0. La idea es que se trata de modelos locales de variedades que
verdaderamente son CY. No obstante, en los u´ltimos an˜os se han hecho importantes
progresos en el estudio de los modelos A y B en CY locales [121,122] sin la necesidad de
tratar estas variedades como l´ımites de variedades compactas. Aunque los CY locales
tambie´n esta´n dotados con una 3-forma holomorfa Ω, el hecho de que contengan ciclos
no compactos hace que no sea tan directo generalizar para e´stos la geometr´ıa especial
que aparece en el caso compacto.
Como hemos sen˜an˜ado en la introduccio´n, adema´s de la interpretacio´n de la funcio´n
de particio´n de la cuerda topolo´gica cerrada como funcio´n de onda, otra leccio´n impor-
tante que se ha aprendido acerca de las cuerdas topolo´gicas es que hay una dualidad
de gran N [15,16], asociada a cierto tipo de transiciones geome´tricas, que relaciona un
background de cuerda abierta con otro distinto de cuerda cerrada. E´sta nos permite
calcular las amplitudes de la cuerda topolo´gica cerrada para algunos espacios blanco
concretos. Ya hemos indicado que las transiciones geome´tricas que aparecen en estas
dualidades recuerdan a la que se da en la correspondencia AdS/CFT y, de hecho,
ambas, son dualidades de “gran N” en el sentido de la propuesta de ’t Hooft.
En este cap´ıtulo estudiamos concretamente la propuesta de Dijkgraaf y Vafa [17].
Se trata de una propuesta bien conocida entre la comunidad1. El objetivo del presente
cap´ıtulo es ver que´ nuevos conocimientos podemos obtener de lo aprendido acerca de
la naturaleza de Ztop como funcio´n de onda en este escenario.
El punto de partida es el CY local resuelto Mres que viene descrito por la ecuacio´n
[W ′(x)]2 + v2 + w2 + z2 = 0 (x, v, w, z) ∈ C4 (6.2)
dondeW (x) es un polinomio complejo de grado d+1 con puntos cr´ıticos no degenerados.
Sin pe´rdida de generalidad podemos considerar que el coeficiente de orden ma´s alto de
W ′(x) es 1, de forma que
W ′(x) =
d∏
a=1
(x− xa) (6.3)
En el abierto W ′(x) 6= iz podemos definir las coordenadas locales
ζ :=
v + iw
W ′(x)− iz (6.4)
Φ0 := x (6.5)
Φ1 :=
1
2
(v − iw) (6.6)
mientras que en v 6= iw podemos definir
ζ ′ :=
W ′(x)− iz
v + iw
(6.7)
1Una buena introduccio´n a este tema la encontramos en la ref. [123].
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Φ′0 := x (6.8)
Φ′1 :=
1
2
(v + iw) (6.9)
Las reglas de transicio´n en el solapamiento de ambos abiertos son
ζ ′ =
1
ζ
(6.10)
Φ′0 = Φ0 (6.11)
Φ′1 = ζ
2Φ1 +W
′ (Φ0) ζ (6.12)
Podemos ver que en la posicio´n
x = xa ; v = w = z = 0 (6.13)
la geometr´ıa se reduce a una 2-esfera, que etiquetamos como CP 1a , con a = 1, ..., d,
para la que ζ y ζ ′ son las coordenadas proyectivas. Dijkgraaf y Vafa hallaron que, en el
caso de que haya Na B-branas enrolladas en cada CP
1
a , la SFT asociada a las cuerdas
abiertas ancladas a estas branas se reduce a un modelo de matrices para una matriz
holomorfa M de taman˜o N × N , siendo N = ∑da=1Na. M es el campo de Higgs que
da las posiciones, en la direccio´n Φ0 = x de las branas
2. Por tanto, transforma en la
adjunta del grupo gauge U(N). La funcio´n de particio´n de este modelo de matrices es
ZMM(gs, N) = N (N)
∫
DM exp
[
− 1
gs
TrW (M)
]
(6.14)
donde N es una constante de normalizacio´n y DM = ∧m,ndMmn (en orden lexicogra´fi-
co). Puede verse que W juega el papel de potencial para este modelo de matrices,
mientras que gs juega el papel de constante de Planck. De esta forma, la funcio´n de
particio´n de las cuerdas topolo´gicas abiertas se puede escribir como la expansio´n de ’t
Hooft perturbativa del modelo de matrices sobre un vac´ıo en el que hay Na autovalores
en torno al punto cr´ıtico xa,
Zopen(gs, Na) = exp
( ∞∑
g=0
g2g−2s
∞∑
h1,...,hd=1
Fg,h1,h2,...,hdt
h1
1 t
h2
2 ...t
hd
d
)
(6.15)
donde ta = gsNa son los acoplos de ’t Hooft.
La conjetura de Dijkgraaf-Vafa establece que la resumacio´n de ’t Hooft de las en-
erg´ıas libres
F openg (t) =
∞∑
h1,...,hd=1
Fg,h1,h2,...,hdt
h1
1 t
h2
2 ...t
hd
d (6.16)
2El otro campo de Higgs Φ1 y el potencial gauge que vive en la 2-esfera actu´an como multiplicadores
de Lagrange y fuerzan la condicio´n Φ0 = cte en toda la 2-esfera, de tal forma que la teor´ıa se vuelve
0-dimensional.
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es igual a las energ´ıas libres de la cuerda topolo´gica cerrada F closedg (t) en una variedad
distinta Mdef , que es un CY deformado segu´n la curva espectral del modelo de matrices.
Es decir,
F openg (t) = F
closed
g (t) (6.17)
donde las cantidades tas en el lado cerrado se identifican con los para´metros de defor-
macio´n de la estructura compleja de Mdef . En la seccio´n 6.1 revisamos co´mo surge esta
propuesta de la observacio´n de que es posible obtener toda la informacio´n acerca de la
geometr´ıa especial de Mdef a partir del modelo de matrices a “gran N”.
Pero si vamos ma´s alla´ del l´ımite de “gran N” el primer problema que surge al echar
un primer vistazo a la relacio´n (6.17) viene de notar que F openg (t) son, de forma natural,
funciones holomorfas, mientras que hemos visto que F closedg (t, t¯), con g > 0, tienen una
dependencia no-holomorfa dada por las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa. Se sabe
que la solucio´n a este problema viene de especificar que la cantidad que aparece en el
lado derecho en la eq. (6.17) es realmente el l´ımite holomorfo3 de F closedg . Para obtener
la F closedg completa habr´ıa que introducir estas energ´ıas libres holomorfas a mano en
las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa. En un trabajo reciente Eynard, Marin˜o y
Orantin [129] encaran esta cuestio´n y muestran que hay un procedimiento para obtener
las energ´ıas libres no holomorfas F openg (t, t¯) directamente del modelo de matrices y que
e´stas satisfacen exactamente las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa.
En la seccio´n 6.2 aplicamos los resultados del cap´ıtulo 4 para estudiar co´mo podemos
entender la conjetura (6.17) en la cuantizacio´n de H3. Veremos que los resultados de la
ref. [129] se amoldan de forma natural a la cuantizacio´n de H3. Esto nos va a permitir
asociar tambie´n a las cuerdas topolo´gicas abiertas un estado cua´ntico, formular la
conjetura de Dijkgraaf-Vafa de una forma independiente del background y obtener
una visio´n geome´trica del cambio de polarizacio´n de real a Ka¨hler como una dualidad
cuerdas abiertas/cuerdas cerradas (seccio´n 6.3).
Por u´ltimo, en la seccio´n 6.4 estudiamos el caso en el que se introducen branas no
compactas en el escenario anterior.
6.1. Dualidad de Dijkgraaf-Vafa
En esta seccio´n describimos algunos aspectos del modelo holomorfo de una matriz
definido en la eq. (6.14) que van a ser relevantes en la discusio´n del resto del cap´ıtulo.
Para una revisio´n ma´s completa y detallada remitimos al lector a las refs. [123–125].
Ante la transformacio´n M → SMS−1, con S una matriz U(N), tanto TrW (M)
3El l´ımite en el que enviamos t¯ al punto del infinito, mientras que t lo mantenemos finito (ve´ase
seccio´n 4.7).
6.1 Dualidad de Dijkgraaf-Vafa 99
como la medidaDM son invariantes. Fijando el gauge de tal manera queM sea diagonal
con autovalores complejos λm, m = 1, ..., N mediante el procedimiento habitual de
Fadeev-Popov y fijando la constante de normalizacio´n de forma adecuada se llega a
ZMM(gs, N) =
1
N !
∫
dλ1...
∫
dλN exp
[−N2S(λm; gs, N)] (6.18)
con
S(λm; gs, N) :=
1
gsN2
N∑
m=1
W (λm)− 1
N2
∑
m6=n
log (λm − λn) (6.19)
Las propiedades de convergencia de ZMM(gs, N) dependen del camino de integracio´n
γ : R→ C para los autovalores. Denotamos este camino por λ(s), con s ∈ R, de forma
que los distintos autovalores esta´n localizados en λ(sm). El operador densidad espectral
ρ(s, sm) se define como
ρ(s, sm) :=
1
N
N∑
m=1
δ(s− sm) (6.20)
Es claro que se trata de una funcio´n real y que normaliza de la forma∫ +∞
−∞
ρ(s, sm)ds = 1 (6.21)
En te´rminos de este operador podemos escribir
ZMM(gs, N) =
1
N !
∫
R
ds1...
∫
R
dsN exp
[−N2Seff(sm; gs, N)] (6.22)
con
Seff(sm; gs, N) :=
∫
dsρ(s, sm)
[
1
t
W (λ(s))− 1
N
log(λ′(s))− P
∫
ds′ρ(s′, sm)log (λ(s)− λ(s′))
]
(6.23)
No´tese que se trata de una funcio´n compleja de las variables reales sm. El valor medio
de un operador h(λ(sm)) se define como
〈h(λ(sm))〉 = 1
ZMM(gs, N)
1
N !
∫
R
ds1...
∫
R
dsNh(λ(sm)) exp
[−N2Seff(sm; gs, N)]
(6.24)
Los operadores del tipo h(λ(sm)) =
1
N
∑N
m=1 fh(λ(sm)) tambie´n pueden escribirse en
te´rminos de la densidad espectral
h(λ(sm)) =
∫
dsρ(s, sm)fh(λ(s)) (6.25)
De particular importancia es la traza normalizada del resolvente
w(sm;x) :=
1
N
N∑
m=1
1
x− λ(sm) =
∫
dsρ(s, sm)
1
x− λ(s) (6.26)
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A partir de la igualdad∫
γ
dλ1...
∫
γ
dλN
N∑
m=1
∂
∂λm
[∏
l 6=n
(λl − λn) exp
(
− 1
gs
N∑
k=1
W (λk)
)
1
x− λm
]
= 0 (6.27)
se deduce la “ecuacio´n de lazos”
〈w(sm;x)2〉 − 1
t
W ′(x)〈w(sm;x)〉 − 1
4t
〈f(sm;x)〉 = 0 (6.28)
donde t = gsN es el para´metro de ’t Hooft y
f(sm;x) := −4t
N
N∑
m=1
W ′(x)−W ′(λ(sm))
x− λ(sm) = −4t
∫
dsρ(s, sm)
W ′(x)−W ′(λ(s))
x− λ(s)
(6.29)
Para que ZMM y 〈h(λ(sm))〉 converjan es necesario que γ tienda asinto´ticamente en
sus dos extremos a algunas de las regiones angulares
Ak : θ = αd+1 + 2pi kd+1 ; α ∈
(
−pi
2
,
pi
2
)
(6.30)
con k = 0, 1, ..., d. Por holomorf´ıa, tanto la funcio´n de particio´n como los valores medios
de operadores holomorfos no dependen del camino de integracio´n γ concreto, so´lo de
los sectores asinto´ticos (k, l) al que pertenece. As´ımismo, los valores que toman para
(k, l), (l, k) y (k + p, l + p) esta´n relacionados por factores multiplicativos que so´lo
dependen de N y que pueden ser reabsorbidos en la constante de normalizacio´n. Por
tanto, se puede considerar con toda generalidad so´lo los sectores (a, 0), con a = 1, ..., d.
No obstante, en lo que estamos interesados es en la expansio´n de “gran N” del modelo
de matrices. E´sta no es ma´s que la expansio´n de las integrales en torno al “punto de
silla” que constituye la solucio´n a las ecuaciones de movimiento
1
t
W ′(λ(sm)) =
2
N
N∑
n=1 (n6=m
1
λ(sm)− λ(sn) +
1
N
λ′′(sm)
[λ′(sm)]
2 (6.31)
El u´ltimo te´rmino es un te´rmino de curvatura despreciable a gran N . En esta ecuacio´n
se observa que, si bien el te´rmino de la izquierda hace que los autovalores tiendan
a agruparse en torno a los puntos cr´ıticos, el primer te´rmino de la derecha es una
repulsio´n logar´ıtmica entre los autovalores proporcional al para´metro de ’t Hooft t.
Por tanto, a gran N la solucio´n a esta ecuacio´n implica que los autovalores van a
formar una distribucio´n cont´ınua con valor distinto de cero cerca de los puntos cr´ıticos,
formando segmentos Ca, que aqu´ı denominamos “cortes”, de taman˜o mayor cuanto
mayor sea t. Si bien la funcio´n de particio´n y los correladores son independientes de
que´ camino de integracio´n elijamos dentro de cada sector, la existencia de soluciones a
las ecs. (6.31) impone restricciones en co´mo debe ser el camino γ concreto. Por ejemplo,
para t pequen˜o γ debe pasar por todos los puntos cr´ıticos xa y, adema´s, con direccio´n
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tangente dada por la fase de W ′′(xa). En la correspondiente solucio´n los autovalores
esta´n distribuidos en las inmediaciones de xa a lo largo de los segmentos rectos dados
por esas pendientes. Para para´metro de ’t Hooft no pequen˜o estas restricciones son
ma´s complicadas y los autovalores en la solucio´n de las ecs.(6.31) esta´n distribuidos en
segmentos curvos que no tienen necesariamente por que´ pasar por xa. En resumidas
cuentas, para poder hacer la expansio´n en torno al punto de silla hay que trabajar
necesariamente con un camino γ que satisfaga todas e´stas restricciones. En particular
tomamos un camino γ˜(p1,0) formado por distintas componentes
γ˜(p1,0) = γ(p1,p2) ∪ γ(p2,p3) ∪ ... ∪ γ(pd,0) (6.32)
tal que cada una de las d componentes pasa cerca de cada uno de los d puntos cr´ıticos
xa. La expansio´n de “gran N” para los valores medios de la densidad espectral y de la
traza del resolvente es
〈ρ(s, sm)〉 =
∞∑
g
N−2gρg(s) (6.33)
〈w(sm;x)〉 =
∞∑
g
N−2gwg(x) (6.34)
ρ0(s) es precisamente el valor que toma ρ(s, sm) si evaluamos los sm en la solucio´n de
las ecuaciones de movimiento4. De e´sto y de la relacio´n
w0(x) =
∫
ds
ρ0(s)
x− λ(s) (6.35)
se tiene que w0(x) es anal´ıtica en todo C salvo en los cortes Ca y que ρ0(s) viene dada
precisamente por la discontinuidad de w0(x) a trave´s de los cortes
ρ0(s) = λ
′(s) l´ım
→0
1
2pii
[w0(λ(s)− iλ′(s))− w0(λ(s) + iλ′(s))] (6.36)
En principio, ρ0(s) puede calcularse de la ecuacio´n de movimiento a gran N
1
t
W ′(λ(s)) = 2P
∫
ds′
ρ0(s
′)
λ(s)− λ(s′) (6.37)
En este l´ımite de gran N la ecuacio´n de lazos se reduce a
[w0(x)]
2 − 1
t
W ′(x)w0(x)− 1
4t2
f0(x) = 0 (6.38)
donde
f0(x) = −4t
∫
dsρ0(s)
W ′(x)−W ′(λ(s))
x− λ(s) (6.39)
4Es, por tanto, real.
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es un polinomio de grado d − 1, de coeficientes en general complejos, cuyo coeficiente
de orden ma´s alto es −4t.
Un aspecto importante a remarcar es que los modelos de matrices como el que
estamos considerando pueden describirse en distintos “colectivos”. Esto puede hacerse
separando el plano complejo x en dominios Da que no intersecan de forma que ca-
da componente γpa,pa+1 esta´ contenida enteramente dentro de Da, e introduciendo los
operadores
Sa(sm) = t
∫
∂Da
dx
2pii
w(sm;x) (6.40)
que corresponden a la fraccio´n de autovalores que esta´n dentro de Da, multiplicada por
t. Es claro que no todos ellos son independientes, tenie´ndose la relacio´n
d∑
s=1
Sa(sm) = t (6.41)
Denotamos a las fracciones independientes por SI , con I = 1, ..., d − 1. La funcio´n de
particio´n de gran cano´nico del modelo de matrices se define como
ZGC(gs, N, JI) =
1
N !
∫
γ
dλ1...
∫
γ
dλN exp
[
−N2S(λm; gs, N)− 1
g2s
d−1∑
I=1
JIS
I(sm)
]
(6.42)
Las cantidades JI hacen de potenciales para las S
I . Obse´rvese que ZMM(gs, N) =
ZGC(gs, N, J = 0). Con el camino elegido (6.32) podemos hacer la siguiente descom-
posicio´n en las integrales ∫
γ˜(p1,0)
dλm =
d∑
a=1
∫
γ(pa,pa+1)
dλm (6.43)
de forma que
ZGC(gs, N, JI) =
N∑
N1,...,Nd−1=0
ZMI(gs, N, S
I) exp
[
− 1
g2s
d−1∑
I=1
JIS
I
]
(6.44)
donde la suma en NI se hace de tal forma que
∑d−1
I=1NI ≤ N , y donde
ZMI(gs, N, S
I) = 1
N1!...Nd!
∫
γ(p1,p1)
dλ
(1)
1 ...
∫
γ(p1,p1)
dλ
(1)
N1
...
∫
γ(pd,0)
dλ
(d)
1 ...
...
∫
γ(pd,0)
dλ
(d)
Nd
exp
[
−N2S(λ(a)m ; gs, N)
]
(6.45)
es la funcio´n de particio´n de microcano´nico. No´tese que ZMI puede interpretarse como
la funcio´n de particio´n de un modelo de muchas matrices M (a) con interaccio´n entre
ellas. Es precisamente esta funcio´n la que nos da la funcio´n de particio´n de las cuerdas
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topolo´gicas abiertas ancladas en los CP 1a . Por este motivo tambie´n lo escribimos como
Zopen. Su expansio´n de “gran N” es
Fopen(gs, t, S
I) := logZopen(gs, t, S
I) =
∞∑
g=0
g2g−2s F
open
g (t, S
I) (6.46)
Como cada γ(pa,pa+1) va de un sector covergente a otro, el punto de silla en torno al cual
hacemos la expansio´n de “gran N” es dominante. Adema´s, una vez fijados los Na hay
so´lo una u´nica solucio´n ρ0(s; t, SI) a las ecuaciones de gran N (6.35), (6.37) y (6.38)
salvo permutacio´n de los autovalores que esta´n dentro de un mismo dominio. El factor
de permutacio´n cancela precisamente el te´rmino (N1!...Nd!)
−1. Por tanto, la energ´ıa
libre a gran N es
F open0 (t, S
I) = t2P
∫
ds
∫
ds′log [λ(s)− λ(s′)] ρ0(s; t, SI)ρ0(s′; t, SI)−t
∫
dsW (λ(s))ρ0(s; t, S
I)
(6.47)
No´tese adema´s que, en el l´ımite en el que es va´lido hacer la expansio´n de “gran N”, se
pueden sustituir las sumas en NI por integrales, de tal forma que
ZGC(gs, t, JI) =
∫ t
0
dS1...
∫ t
0
dSd−1
∫ t
0
dSdδ
(
d∑
a=1
Sa − t
)
ZMI(gs, t, S
I) exp
[
− 1
g2s
d−1∑
I=1
JIS
I
]
(6.48)
En el l´ımite de gran N podemos aproximar a orden ma´s bajo estas integrales por el
valor del integrando en el punto de silla. De aqu´ı se obtiene que las energ´ıas libres
planares de ambos colectivos esta´n relacionadas por una transformada de Legendre
FGC0 (t, JI) = F
open
0 (t, S
I)−
d−1∑
I=1
JIS
I (6.49)
donde SI es la solucio´n de
∂F open0 (t, S
I)
∂SI
= JI (6.50)
Estamos ahora en condiciones de ver en detalle por que´ a partir la expansio´n de
“gran N” del modelo de matrices podemos realizar expl´ıcitamente la idea de ’t Hooft.
Si definimos la funcio´n
y0(x) := W
′(x)− 2tw0(x) (6.51)
podemos ver de la ec. (6.38) que y0(x) es la rama y0(x) = +
√
[W ′(x)]2 + f0(x) de la
superficie de Riemann hiperel´ıptica de ge´nero gˆ = d− 1
Σˆd−1 : y2 = [W ′(x)]
2 + f0(x) (6.52)
Se trata de un recubrimiento de dos hojas sobre el plano complejo x donde las dos
hojas esta´n conectadas a trave´s de los cortes Ca (ve´ase figura 6.1). Esto da lugar a que
se pueda definir el CY local deformado Mdef mediante
[W ′(x)]2 + f0(x) + v2 + w2 + z2 = 0 (x, v, w, z) ∈ C4 (6.53)
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Figura 6.1: Superficie de Riemann y2 = [W ′(x)]2 + f0(x) para el caso d = 3, y su base de ciclos
(Aa, Bb).
Mdef esta´ dotado de una (3, 0)-forma holomorfa Ω que en coordenadas (v, w, x) se
escribe
Ω =
dv ∧ dw ∧ dx
2z(v, w, x)
(6.54)
y puede entenderse como un recubrimiento sobre Σˆd−1 donde la fibra es una S2 que,
debido a que ∫
S2
Ω = −2piiy(x)dx (6.55)
colapsa a cero en los extremos de los cortes Ca. Los 3-ciclos de Mdef pueden entenderse,
por tanto, como recubrimientos con fibra S2 sobre segmentos en el plano x (en una
de las dos ramas). En concreto, si denotamos por Aa los segmentos correspondientes a
los cortes, y por Ba los segmentos que van desde los extremos superiores de los cortes
hasta el infinito, los 3-ciclos resultantes, que denotamos con las mismas letras Aa y
Ba, son compactos en el primer caso, y no compactos en el segundo. Los nu´meros de
interseccio´n son
#(Aa, Ab) = 0 (6.56)
#(Ba, Bb) = 0 (6.57)
#(Aa, Bb) = δ
a
b (6.58)
A los segmentos Aa y Ba tambie´n podemos asociarles 1-ciclos en Σˆd−1 (ver figura 6.1)
que, de nuevo, y abusando de la notacio´n, denotamos de la misma manera Aa y Ba. Es-
tos 1-ciclos forman una base simple´ctica de la homolog´ıa relativa H1
(
Σˆd−1, {Q,Q′}
)
,
siendo Q y Q′ los puntos del infinito de las dos ramas. Usando la ec. (6.55) podemos
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escribir las integrales de Ω en los 3-ciclos como integrales de la 1-forma −ipiydx mero-
morfa en Σˆd−1 en los correspondientes 1-ciclos. Denotamos a esta 1-forma tambie´n
como Ω, de manera que ∫
3−ciclo
Ω =
∫
1−ciclo
Ω (6.59)
Si, por otro lado, definimos
φ(s) := W (λ(s))− 2tP
∫
ds′log [λ(s)− λ(s′)] ρ0(s′; t, SI) (6.60)
entonces es directo encontrar que
dφ(s)
ds
=
{
λ′(s)y0(λ(s)) si λ(s) /∈
⋃
a Ca
0 si λ(s) ∈ ⋃a Ca (6.61)
Por tanto, φ(s) toma en los cortes valores constantes ξa de forma que la diferencia entre
estos valores para dos cortes contiguos es
ξI+1 − ξI = i
2pi
(∫
BI
Ω−
∫
BI+1
Ω
)
(6.62)
Como adema´s
∂F open0 (t, S
I)
∂SI
= −t
∫
γ−1(
 
a Ca)
ds
∂ρ0(s; t, S
I)
∂SI
φ(s) = ξd − ξI (6.63)
se observa que es u´til trabajar con la base de ciclos
AIo :=
I∑
a=1
Aa (6.64)
BoI := BI −BI+1 (6.65)
Aˆ :=
d∑
a=1
Aa (6.66)
Bˆ := Bd (6.67)
No´tese que todos ellos son compactos salvo Bˆ y que los nu´meros de interseccio´n son
#(AIo, BoJ) = δ
I
J (6.68)
#(Aˆ, Bˆ) = 1 (6.69)
(Resto de intersecciones) = 0 (6.70)
En efecto, con esta nueva base de ciclos tenemos
XI :=
∫
AIo
Ω = 4pi2
I∑
J=1
SI (6.71)
FI :=
∫
BoI
Ω = −8pi3i∂F
open
0
∂XI
Xˆ :=
∫
Aˆ
Ω = 4pi2t∫
Bˆ
Ω = −8pi3i∂F
open
0
∂Xˆ
− 2pii
[
W (Λ0)− 2tP
∫
ds′log
(
Λ0 − λ(s′)ρ0(s′; t, SI)
)]
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Obse´rvese que las dos primeras ecuaciones son las ecuaciones de geometr´ıa especial
r´ıgida para Mdef , donde la funcio´n que juega el papel de prepotencial es F
open
0 y donde
las cantidades XI juegan el papel de coordenadas especiales (moduli de estructura
compleja) de Mdef . La cantidad Λ0 que aparece en la u´ltima ecuacio´n es un cut-off in-
troducido para regularizar la integral, que es divergente debido al caracter no compacto
de Bˆ. No obstante, hay que remarcar que F open0 es finita e independiente de ningu´n
cut-off.
Aunque gran cantidad de las sutilezas descritas en esta seccio´n referentes al camino
de integracio´n, los cortes, los ciclos, etc... no estaban claras en un principio, la intuicio´n
de que efectivamente el modelo de matrices conten´ıa la geometr´ıa especial de Mdef
llevo´ a Dijkgraaf y Vafa [17] a conjeturar que la expansio´n de “gran N” del modelo
de matrices es exactamente la expansio´n de ge´nero de la energ´ıa libre de la cuerda
topolo´gica cerrada en Mdef . Teniendo en cuenta ahora todos los detalles, podemos
escribir esta conjetura como
F openg (Xˆ,X
I) = F closedg (Xˆ,X
I ,
¯ˆ
X∞, X¯I∞) (6.72)
Podemos encontrar diversos tests de la conjetura en las refs. [126–128].
6.2. Funcio´n de particio´n geome´trica como un es-
tado cua´ntico
Procedamos ahora a estudiar el lado cerrado de la dualidad de Dijkgraaf-Vafa desde
el punto de vista de la cuantizacio´n de H3. Debido a que Mdef es un CY local, no
podemos aplicar directamente los resultados del cap´ıtulo 4. Es necesario tener en cuenta
algunas sutilezas relacionadas con el caracter no compacto de Mdef .
Las relaciones de geometr´ıa especial para Mdef vienen dadas por las ecs. (6.71). En
este caso de CY local, el prepotencial F open0 no es una funcio´n homoge´nea de grado 2. No
obstante, es posible calcular de forma precisa co´mo se desv´ıa del cara´cter homoge´neo
d−1∑
I=1
XI
∂F open0 (t, S
J)
∂XI
+ Xˆ
∂F open0 (t, S
J)
∂Xˆ
= 2F open0 (t, S
J) + t
∫
dsρ(s; t, SJ)W (λ(s))
(6.73)
Las dos primeras ecuaciones de (6.71), que corresponden al sector puramente com-
pacto, son propiamente relaciones de geometr´ıa espacial r´ıgida. Las cantidades X I son
propiamente moduli de estructura compleja de Mdef . En cambio, debido a que el ciclo
Bˆ es no compacto, no podemos considerar la direccio´n dada por las variaciones de Xˆ
como parte del espacio de moduli de estructura complejaM de Mdef . Vamos a tratar,
por consiguiente, a la cantidad Xˆ como un para´metro en vez de como un modulus.M
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tiene, por tanto, dimensio´n compleja d− 1. Por supuesto, si entendemos Mdef como un
l´ımite local de un verdadero CY, entonces el correspondiente espacio de moduli ser´ıa
ma´s grande e incluir´ıa las variaciones de Xˆ, y el prepotencial sera´ homoge´neo.
Aclarado esto tenemos que discutir un punto importante. No so´lo el modelo holo-
morfo de una matriz es capaz de reproducir, a gran N , la geometr´ıa deformada Mdef
con prepotencial F open0 , sino que, adema´s, existe un “teorema de reconstruccio´n” [124]
debido a Lazaroiu, que afirma que dado un CY local Mdef , definido por la ecuacio´n
(6.53), en la que los coeficientes del polinomio f0(x) son generales, es posible encontrar
una solucio´n formal al modelo de matrices en el l´ımite planar dada por un contorno
concreto γ˜(k,0) y una densidad de autovalores ρ0(s) que satisfacen las ecs. (6.35), (6.37)
y (6.38). Esta densidad de autovalores viene dada simplemente por la discontinuidad
de y0(x) a lo largo de los cortes. El para´metro de ’t Hooft t del modelo de matrices no
es ma´s que −1/4 veces el coeficiente de orden ma´s alto de f0(x). Este teorema le sirve
a Lazaroiu para clamar que, al contrario de lo que ocurre con la versio´n hermı´tica de
estos modelos de matrices, el modelo holomorfo de matrices es capaz de explorar todo
el espacio de moduli de estructura compleja de Mdef .
No obstante, como apuntan Bilal y Metzger [125], con este procedimiento se ob-
tiene un ρ0(s) que es en general complejo. Esto no corresponde, por tanto, con una
verdadera solucio´n planar del modelo de matrices. La u´nica forma de que la densidad
ρ0(s) as´ı obtenida satisfaga el requerimiento de que sea real es que los coeficientes de
f0(x) satisfagan ciertas ligaduras, que se traducen en que los moduli X
I sean reales.
Por tanto, parece que el modelo de matrices so´lo es capaz de explorar la parte del
espacio de moduli M en el que los XI son reales. Volveremos sobre este punto ma´s
adelante.
En esta seccio´n vamos a considerar que los moduli X I de Mdef son complejos en
general. Las relaciones derivadas en la seccio´n anterior se siguen manteniendo, so´lo que
ahora se trata de relaciones holomorfas. En particular el prepotencial de Mdef es una
funcio´n holomorfa de los moduli XI , y, por tanto, lo mismo ocurre con los FI y con la
matriz sime´trica
τIJ :=
∂FI
∂XJ
(6.74)
En este caso de CY local las amplitudes de la cuerda topolo´gica cerrada, incluida F closed0
no son secciones de L, sino funciones. Las derivadas covariantes de lo que eran antes
secciones de L son ahora simples derivadas. No hay, por tanto, distincio´n entre ı´ndices
grandes XI y pequen˜os ti, las cantidades τIJ son las funciones de correlacio´n de 2
puntos y las CIJK = ∂KτIJ son las de 3 puntos. En este caso de geometr´ıa especial
r´ıgida ImτIJ es definido-positiva y coincide con la me´trica de Zamolodchikov
GIJ¯ = 2ImτIJ (6.75)
Para distinguirlas de las coordenadas xI de gran espacio de fases, vamos a escribir
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las coordenadas del vector holomorfo tangente al punto (X I , X¯I) deM como xi=I , es
decir,
xi=I
∂
∂XI
∈ T (1,0)
(X,X¯)
M (6.76)
de forma que la funcio´n de particio´n de la cuerda cerrada en Mdef se define como
Zclosed(gs, x
i=I ;XI , X¯I) = exp
[ ∞∑
g=0
∞∑
n=0
1
n!
g2g−2s C
(g)
I1...In
(X, X¯)xi=I1 ...xi=In
]
(6.77)
No´tese que, por conveniencia, hemos escrito el acoplo de la cuerda cerrada como gs
para hacerlo coincidir con el acoplo del modelo de matrices. Las reglas de seleccio´n
y la anomal´ıa holomorfa vienen descritas por las mismas ecuaciones que en el caso
compacto, pero algunos te´rminos no esta´n presentes[
∂
∂XI
+ i
2
CIJK(Imτ)
−1KLxj=J ∂
∂xl=L
− ∂
∂xi=I
+ ∂IF1 +
1
2g2s
CIJKx
j=Jxk=K
]
Zclosed = 0[
∂
∂X¯I
− g2s
8
C¯I¯ J¯K¯(Imτ)
−1JJ¯(Imτ)−1KK¯ ∂
2
∂xj=J∂xk=K
]
Zclosed = 0 (6.78)
En concreto para F closed1 se tiene
∂
∂XI
∂
∂X¯ J¯
F1 =
1
2
CIKLC¯J¯K¯L¯ G
KK¯GLL¯ (6.79)
cuya solucio´n se escribe
F1 = −1
2
log|G|+ f1(X) + f¯1(X¯) (6.80)
Al igual que ocurre en el caso compacto, es posible interpretar las ecuaciones de
variacio´n para Zclosed en te´rminos de la cuantizacio´n de H
3. Siguiendo la misma filosof´ıa
del cap´ıtulo 4 vamos a considerar 3-formas γ del tipo
γ = Ωγ + Ω¯γ (6.81)
donde Ωγ sea una posible 3-forma holomorfa para Mdef . Dado que estamos tratando a
Xˆ como un para´metro fijo, en el caso de polarizacio´n de Ka¨hler, en la que fijamos una
estructura compleja Ω de base, se ha de cumplir∫
Aˆ
Ωγ =
∫
Aˆ
Ω = Xˆ (6.82)
Por tanto, el para´metro que en el cap´ıtulo 4 denominamos λ−1 es ahora exactamente
la unidad, de forma que tenemos
γ = Ω + xi=I∂IΩ + cc (6.83)
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En polarizacio´n real, en cambio, describimos γ con las coordenadas reales
pI :=
∫
AIo
γ = 2Re
[
XI + xi=I
]
(6.84)
qI :=
∫
BoI
γ = 2Re
[
FI + x
j=JτIJ
]
(6.85)
Mientras que
pˆ :=
∫
Aˆ
γ = 2Re[Xˆ] (6.86)
es simplemente un para´metro que no promociona a operador en la cuantizacio´n. Esto
implica que tenemos que considerar como transformaciones simple´cticas transforma-
ciones ma´s generales que la transformacio´n (4.95)(
A˜I
B˜I
)
=
( DIJ CIJ
BIJ AJI
)(
AJo
BoJ
)
+
( F I
EI
)
Aˆ (6.87)
con DA− CB = I. El motivo por el que no se incluye al ciclo Bˆ en la transformacio´n
es para que A˜I y B˜I sean compactos. No´tese que, si F I 6= 0, entonces #(A˜I , Bˆ) 6= 0.
As´ımismo, si EI 6= 0, entonces #(B˜I , Bˆ) 6= 0. La funcio´n generatriz de la transformacio´n
cano´nica correspondiente es
S(p, p˜) = −1
2
pIC−1IJ DJKpK + pIC−1IJ p˜J −
1
2
p˜IAJI C−1JK p˜K + pIC−1IJ FJ pˆ− p˜IEI pˆ (6.88)
Todo el resto del ana´lisis hecho en el cap´ıtulo 4 sobre la polarizacio´n real y las trans-
formaciones simple´cticas se sigue aplicando, con pequen˜as modificaciones debido a las
sutilezas discutidas. En particular, las ecuaciones (4.97), (4.100) y (4.101) se siguen
verificando de forma exacta, so´lo que ahora I = 1, ..., d−1 en vez de I = 1, ..., h2,1, con
lo que el grupo simple´ctico es Sp(2d− 2,R).
Ana´logamente, todo lo discutido en el cap´ıtulo 4 sobre polarizacio´n de Ka¨hler y
su relacio´n con la real se sigue cumpliendo con pequen˜os cambios. La relacio´n de con-
mutacio´n (4.65) es ahora
[xi=I , x¯j¯=J ] =
~
2
(Imτ)−1IJ (6.89)
Como ImτIJ es definido-positiva, todos los x
i=I son operadores de aniquilacio´n. Sus
autoestados comunes son, por tanto, estados comprimidos propiamente dichos. Se tiene
|xi=I〉X,X¯ = exp
[
2
~
xi=I ˆ¯x
j¯=J¯
ImτIJ¯
]
|xi=I = 0〉X,X¯ (6.90)
I =
∫
dd−1xdd−1x¯2(d−1)/2
√
|Imτ | exp
[
−2
~
xi=I x¯j¯=J¯ImτIJ¯
]
|xi=I〉〈x¯i¯=I¯ | (6.91)
La relacio´n entre las variables de Ka¨hler y las de gran espacio de fases es ahora trivial
xI
2
= XI + xi=I (6.92)
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Por conveniencia posterior denotamos el estado “cuerda topolo´gica” 〈ψtop| como 〈ψclosed|,
que viene definido en este caso por
ψclosed(x
i=I ;X, X¯) = 〈ψclosed|xi=I〉X,X¯ := exp [f1(X)]Zclosed(gs =
√
~, xi=I ;X, X¯)
(6.93)
Las ecuaciones de variacio´n de esta funcio´n de onda con respecto al punto de base son
ahora[
∂
∂XI
− 1
2
∂
∂XI
log|Imτ |+ i
2
CIJK(Imτ)
−1KLxj=J ∂
∂xl=L
+ 1
8~
CIJKx
j=Jxk=K
]
ψclosed = 0[
∂
∂X¯I
− ~
2
C¯I¯ J¯K¯(Imτ)
−1JJ¯(Imτ)−1KK¯ ∂
2
∂xj=J∂xk=K
]
ψclosed = 0 (6.94)
Como en el l´ımite holomorfo XI + xi=I → pI , en polarizacio´n real se tiene
〈ψclosed|p〉 = exp
[ ∞∑
g=0
~g−1F closedg (p, X¯∞)
]
(6.95)
En el punto de base del atractor se tiene
〈ψclosed|xi=I = 0〉X,X¯〉 = exp
[
f1(X) +
∑
g=2
~g−1F closedg (X, X¯)
]
(6.96)
De forma que la relacio´n diagrama´tica entre la funcio´n de onda en polarizacio´n real y
de Ka¨hler se escribe ahora como
〈ψclosed|xi=I = 0〉X,X¯ = (6.97)
= exp
[
f1(X) +
∑
g=2
~g−1
(
F closedg (X, X¯∞) + Γg((−2iImτ)−1, ∂I1 ...∂InF closedr<g (X, X¯∞))
)]
Adema´s de F closed(X, X¯), existen en la literatura otras funciones asociadas a la
topolog´ıa de variedades CY locales que, como Mdef , vienen dadas en te´rminos de una
curva algebraica. Se trata de las energ´ıas libres geome´tricas de la ref. [131], que deno-
tamos como FHg (X
i). Dada una curva algebraica general de ge´nero d− 1, definida por
la ecuacio´n
H(x, y) = 0 (6.98)
y una base de ciclos AI , BJ , con I, J = 1, ..., d − 1, se define el nu´cleo de Bergmann
B(p, q) como la u´nica forma bilineal en H(x, y) tal que
cuando al punto p de la curva se aproxima a q se tiene que
B(p, q) ∼p→q dz(p)dz(q)
[z(p)− z(q)]2 + finito (6.99)
6.2 Funcio´n de particio´n geome´trica como un estado cua´ntico 111
sus periodos A son cero ∫
AI
B = 0 (6.100)
Las funciones FHg (X
I) se definen, junto con toda una secuencia de formas meromorfas
multilineales W
(g)
k (p1, ..., pk) en H(x, y), de forma recursiva, a partir de B, en te´rminos
de residuos localizados en los puntos de rama (“branch points”) asociados a la curva.
La forma exacta de estas relaciones recursivas no nos interesa en esta discusio´n. Lo que
s´ı nos interesa es remarcar que
Las cantidades geome´tricas FHg y W
(g)
k (p1, ..., pk) esta´n definidas de tal manera
que si H(x, y) = y2 − [W ′(x)]2 − f0(x), y si la base elegida de ciclos es (AIo, BoJ),
entonces
FHg = F
open
g (X
I , Xˆ) (6.101)
y
∞∑
g=0
g2g−2+ks W
(g)
k (p1, ..., pk) =
〈
N∑
m1=1
dx(p1)
x(p1)− λ(sm1)
...
N∑
mk=1
dx(pk)
x(pk)− λ(smk)
〉
XI ,Xˆ
(6.102)
Toda la informacio´n acerca de la base concreta de ciclos elegida esta´ contenida
dentro del nu´cleo de Bergmann. Esto facilita el poder estudiar co´mo var´ıan las
cantidades FHg y W
(g)
k (p1, ..., pk) si realizamos una transformacio´n simple´ctica. En
concreto el nu´cleo de Bergmann transforma de la forma
B˜ = B + 2pii∂IΩ∆
IJ∂JΩ (6.103)
con ∆IJ = [τ − C−1D]IJ .
La ref. [131] utiliza tambie´n un nu´cleo de Bergmann modificado B(p, q). E´ste, en vez
de satisfacer la relacio´n (6.100), verifica∫
AI
B − κIJ
∫
BJ
B = 0 = 0 (6.104)
con κIJ una matriz sime´trica compleja arbitraria. A partir de B se obtienen las canti-
dades modificadas FHg y W
(g)
k (p1, ..., pk) que dependen de κ y que verifican trivialmente
FHg = F
H
g |κ=0 (6.105)
W
(g)
k (p1, ..., pk) = W
(g)
k (p1, ..., pk)|κ=0 (6.106)
De nuevo, toda la informacio´n acerca del κ elegido esta´ contenida en el nu´cleo de
Bergmann modificado B, lo que facilita el ca´lculo de las variaciones
∂FHg
∂κ
. De (6.103) es
claro que
B(p, q) = B(p, q) + 2pii∂IΩκ
IJ∂JΩ (6.107)
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Es directo calcular co´mo transforma el nu´cleo de Bergmann modificado bajo una
transformacio´n simple´ctica
B˜ = B˜ + 2pii∂˜IΩκ
IJ ∂˜JΩ =
= B + 2pii∂˜IΩκ
IJ ∂˜JΩ + 2pii∂IΩ∆
IJ∂JΩ
= B + 2pii∂IΩ
[
∆IJ + ξIKκ
KLξJL
]
∂JΩ (6.108)
donde hemos usado que ∂˜IΩ = ξ
J
I ∂JΩ, siendo ξ
J
I = ∆
JKC−1KI . De esta u´ltima ecuacio´n
se observa que existe un κIJ privilegiado tal que, si, en vez de mantenerse invariante
simple´ctico, transforma de la forma
κ˜IJ = ξ−1IK
(
κKL −∆KL) ξ−1JL (6.109)
entonces B es invariante simple´ctico. De la ecuacio´n (4.211) vemos que este κ privile-
giado es
κIJ = (−2iImτ)−1IJ = ∆˘IJ (6.110)
Con esta eleccio´n de κ las correspondientes cantidades modificadas FHg yW
(g)
k (p1, ..., pk)
son invariantes simple´cticas. Por otro lado, es claro que las energ´ıas libres geome´tricas
modificadas de esta manera FHg van a tener dependencia no holomorfa en los moduli
de estructura compleja, y que esta dependencia esta´ contenida totalmente en el κ dado
por la ec. (6.110). La ref. [129] utiliza las variaciones
∂FHg
∂κ
, calculadas en [131], evaluadas
en el caso particular dado por la ec. (6.110) para estudiar la dependencia no holomofa
de FHg (X, X¯). El resultado que se encuentra es que las energ´ıas libres geome´tricas
modificadas satisfacen las ecuaciones de la anomal´ıa holomorfa. La relacio´n entre las
energ´ıas libres geome´tricas modificadas y sin modificar que se encuentra en la ref. [129]
es
FHg (X
I , X¯ I¯) = FHg (X
I) + Γg
[
κIJ , ∂I1,...,ImF
H
r<g(X
I)
]
(6.111)
Pero acabamos de ver que, desde el punto de vista de la cuatizacio´n de H3(Mdef ,R)
e´sta u´ltima ecuacio´n no es ma´s que la relacio´n diagrama´tica (6.97) entre una funcio´n de
onda en polarizacio´n real la correspondiente de Ka¨hler. La eleccio´n del κ concreto en
la ec. (6.110) tiene, por tanto, una fa´cil interpretacio´n: se trata del cambio de variables
cano´nico que lleva de la polarizacio´n real a la de Ka¨hler.
De la discusio´n del pa´rrafo anterior es claro que, si hacemos el mismo ana´lisis para
el caso en que consideramos una transformacio´n simple´ctica general (6.87), las energ´ıas
libres geome´tricas sin modificar FHg cambian de la forma
FHg (X
I)→ FHg (XIcl) + Γg
[
∆IJ , ∂I1,...,ImF
H
r<g(X
I
cl)
]
(6.112)
Una forma de ver esto es darse cuenta de que las cantidades F˜Hg son iguales a F
H
g |κ=∆.
Obtenemos, por tanto, el resultado de que las cantidades FHg transforman bajo una
transformacio´n simple´ctica de la misma manera que ϕg (ve´ase la ec. (4.100)). Pero
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vimos en el cap´ıtulo 4 que e´stas son precisamente las u´nicas condiciones que una se-
cuencia de funciones ϕg debe satisfacer para constituir la expansio´n WKB de un estado
|ψ〉 perteneciente al espacio de Hilbert inge´nuo Ho de la cuantizacio´n de H3(Mdef ,R).
Este estado es invariante simple´ctio e independiente del background de estructura com-
pleja. Por este motivo encontramos que podemos asociar a cualquier curva algebraica
H(x, y) = 0 un estado |ψH〉 tal que
〈ψH|p〉(AI ,BJ ) = exp
∑
g=0
~g−1FHg (p; (A
I , BJ)) (6.113)
es su representacio´n de momento. En el caso de que la curva sea la curva espectral del
modelo de matrices Σˆd−1 denotaremos este estado por |ψopen〉.
Llamemos F closedg (X, X¯) a las energ´ıas libres de la cuerda topolo´gica cerrada en
cualquier CY local MH que pueda escribirse de la forma
−H(x, y) + v2 + w2 = 0 (x, v, w, y) ∈ C4 (6.114)
Una de las conclusiones de la ref. [129] es que las energ´ıas libres geome´tricas modificadas
FHg (X, X¯) han de ser iguales a F
closed
g (X, X¯) salvo cantidad holomorfa e invariante
modular. As´ı, por ejemplo, en el caso de que la curva sea Σˆd−1, lo que queda para
probar la conjetura de Dijkgraaf-Vafa es demostrar que estas cantidades holomorfas
e invariantes modulares son cero para todo ge´nero. Esto puede hacerse, en principio,
imponiendo que condiciones de frontera adecuadas en el punto de “conifold” del espacio
de moduli de estructura compleja. Con los resultados del cap´ıtulo 4 y la definicio´n
(6.113) esto no es ma´s que aseverar que
|ψH〉 = |ψclosed〉 (6.115)
Podemos ver que no se trata de una conjetura alocada, ya que ambos estados esta´n
definidos como una propiedad topolo´gica de la superficie H(x, y) = 0. No´tese, sin
embargo, que, aunque ambos son invariantes topolo´gicos de la variedad local MH, su
origen es totalmente diferente:
|ψclosed〉 viene de la teor´ıa de cuerdas topolo´gicas cerradas en MH en la que se fija
como background una estructura compleja concreta (Ω, Ω¯). Este es el motivo por
el que se puede decir que la polarizacio´n natural asociada a la cuerda topolo´gica
cerrada en MH es |xi=I〉Ω,Ω¯.
|ψH〉 viene de las energ´ıas libres geome´tricas FHg (pI ; (AI , BJ)), que pueden obten-
erse de MH mediante la eleccio´n previa de una base simple´ctica (A
I , BJ). Estas
funciones no dependen de la estructura compleja de MH. Este es el motivo por
el que podemos decir que la polarizacio´n natural asociada a las energ´ıas libres
geome´tricas es |pI〉(AI ,BJ ).
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Por u´ltimo, indiquemos que, en particular, la conjetura (6.115) implica que |ψH〉 es
realmente un estado perteneciente al especio de Hilbert f´ısico Hphys, esto es, uno que
satisface la condicio´n (4.41).
6.3. Transicio´n geome´trica como un cambio de po-
larizacio´n
Situe´monos en el caso concreto en el que
H(x, y) = y2 − [W ′(x)]2 − f0(x) (6.116)
Entonces MH = Mdef . Hemos visto en la seccio´n anterior que podemos interpretar la
funcio´n de particio´n geome´trica asociada aMdef como la funcio´n de onda en polarizacio´n
real de un estado de la cuantizacio´n deH3(Mdef ,R), en la representacio´n que viene dada
por la base simple´ctica de ciclos elegida. Esto es as´ı sea cual sea la base simple´ctica de
ciclos elegida. Por otro lado, las energ´ıas libres geome´tricas coinciden con las energ´ıas
libres de las cuerdas topolo´gicas abiertas ancladas en los CP 1a so´lo en el caso en el que la
base elegida sea (AIo, BoJ). Vemos, por tanto, que, mientras que tenemos una definicio´n
(6.113) del estado |ψH〉 = |ψopen〉 a partir de su funcio´n de onda en polarizacio´n real en
cualquier representacio´n5, las energ´ıas libres de la cuerda abierta F openg constituyen
la expansio´n WKB de la funcio´n de onda asociada a |ψopen〉 en una representacio´n
concreta privilegiada
〈ψopen|p〉(AIo,BoJ ) = exp
∑
g=0
~g−1F openg (p) (6.117)
En otras palabras, la polarizacio´n natural asociada a las cuerdas topolo´gicas abiertas
en Mres es |p〉(AIo,BoJ ).
Recapitulando, hemos visto que podemos asociarle, tanto al lado abierto como
en el cerrado de la dualidad de Dijkgraaf-Vafa, sendos estados de la cuantizacio´n de
H3(Mdef ,R), de tal forma que la conjetura de Dijkgraaf-Vafa se escribe
|ψopen〉 = |ψclosed〉 (6.118)
Por tanto, de acuerdo con la conjetura, las amplitudes de las cuerdas topolo´gicas abier-
tas y cerradas no son ma´s que diferentes representaciones del mismo estado cua´ntico.
Este estado cua´ntico tiene entidad de forma independiente del background, e indepen-
diente de si estamos situados en el lado abierto o cerrado de la dualidad. El proceso
de transicio´n geome´trica que lleva desde la geometr´ıa Mres, con las branas enrolladas
en los CP 1a , hasta Mdef , sin branas, se entiende en este contexto como un cambio de
5Insistimos en que la representacio´n viene dada por la base de ciclos elegida.
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polarizacio´n que lleva desde una representacio´n concreta de polarizacio´n real hasta una
representacio´n de polarizacio´n de Ka¨hler con una estructura compleja de base concreta.
En este trabajo proponemos que este es el modo natural de entender esta dualidad de
“gran N”. No´tese que:
En el lado cerrado de la dualidad las funciones de onda tienen una dependencia
no-holomorfa en el background de estructura compleja, pero son invariantes mo-
dulares. Esto se corresponde con el hecho de que lo que tenemos es una geometr´ıa
del espacio blanco con una estructura compleja concreta (Ω, Ω¯) pero sin ninguna
base simple´ctica privilegiada. So´lo se tiene una base simple´ctica provilegiada una
vez se han definido los periodos XI .
En el lado abierto, en cambio, las funciones de onda son de variable real, con
continuacio´n anal´ıtica holomorfa, pero no son invariantes modulares. Esto se
corresponde con el hecho de que la geometr´ıa resuelta Mres ya no posee como mo-
duli de estructura compleja a las cantidades X I . E´stas han sido reemplazadas por
branas. Hemos perdido, por tanto, la dependencia en el background de estructura
compleja. Sin embargo, en este lado abierto, la informacio´n sobre Ω esta´ codifi-
cada en el nu´mero Na de branas que hay en cada CP
1
a . Hay, por tanto, una base
simple´ctica privilegiada, aquella en la que
XI = 4pi2
I∑
J=1
gsNI (6.119)
Nos gustar´ıa sen˜alar tambie´n que, si suponemos que Mdef es el l´ımite local de otro
CY con sector compacto ma´s grande, se pueden extender naturalmente las propuestas
(6.113) y (6.115) para incluir tambie´n el sector no compacto de Mdef . El ciclo Bˆ se
podr´ıa entender entonces como el l´ımite de un ciclo compacto y el para´metro de ’t
Hooft t ∝ Xˆ ser´ıa entonces un verdadero modulus. Estar´ıamos cuantizando entonces
un espacio de ma´s grande I = 1, 2, ..., d, .... No obstante, ser´ıa interesante encontrar
la forma de llevar a cabo esta extensio´n trabajando directamente con Mdef sin tomar
ningu´n l´ımite.
Consideremos ahora la transformacio´n simple´ctica concreta
A˜I = −BoI (6.120)
B˜J = A
J
o (6.121)
En este caso concreto podemos ver que el prepotencial de Mdef cambia segu´n la trans-
formada de Legendre
F˜ open0 (t,ΠI) = F
open
0 (t,X
I)−
d−1∑
I=1
ΠIX
I (6.122)
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donde
ΠI :=
∂F open0
∂XI
(6.123)
De las ecuaciones (6.49) y (6.50) vemos que el prepotencial transformado F˜ open0 no es
ma´s que la energ´ıa libre en el colectivo macrocano´nico del modelo de matrices, pero
ahora expresado en las variables ΠI . Ma´s aun, si escribimos los sumatorios de la ec.
(6.44) para N suficientemente grande como integrales y extrapolamos los valores de Na
tambie´n al eje negativo, podemos interpretar la ec. (6.44) como una transformada de
Fourier para la funcio´n de onda ψopen(p). Vemos por tanto que, aunque la descripcio´n
de cuerda abierta (con un nu´mero dado de branas en cada CP 1a ) lleva asociada una base
simple´ctica concreta, el modelo de matrices no. Es so´lo el hecho de fijar el colectivo lo
que fija la base y, por tanto, la representacio´n. Esto lleva a considerar, en las condiciones
en las que es va´lida la expansio´n de “gran N”, generalizaciones de la ecuacio´n (6.44) que
correspondan a todas las transformaciones simple´cticas posibles, esto es, a ecuaciones
del tipo (4.97). De esta manera podemos definir un colectivo para el modelo de matrices
holomorfo asociado a cada base simple´ctica posible.
Este resultado explica la observacio´n hecha en la seccio´n anterior de que el modelo
de matrices so´lo parece generar un subconjunto de todas las superficies de Riemann
Σˆd−1 posibles (es decir, de todos las estructuras complejas en Mdef posibles), aquellas
para las que los periodos XI eran reales. El intentar definir el modelo de matrices a
trave´s de un Mdef con estructura compleja general, es decir, con coeficientes f0(x) arbi-
trarios, mediante el teorema de reconstruccio´n de Lazaroiu daba lugar a una densidad
de autovalores ρ0(s) compleja. La ref. [125] encuentra que con este procedimiento es
posible definir un prepotencial para Mdef independiente de cualquier cut-off y tal que
se verifican las relaciones de la geometr´ıa esecial. A la vista de los resultados de este
cap´ıtulo, podemos decir que el modelo de matrices no genera Mdef con todas sus posi-
bles estructuras complejas, sino Mdef con sus posibles bases simple´cticas de 3-ciclos.
Esto es perfectamente natural en nuestro marco: el modelo de matrices no describe
las distintas representaciones de polarizacio´n de Ka¨hler, sino las de polarizacio´n real.
Es claro ahora por que´ los periodos generados por el modelo de matrices parec´ıan ser
reales: no se trata de los periodos, sino de las coordenadas pI de polarizacio´n real.
Por u´ltimo, nos gustar´ıa indicar que todo el ana´lisis realizado en la seccio´n 6.2
es va´lido para cualquier curva algebraica de las consideradas en la ref. [131]. Esto
incluye, en particular, a los backgrounds de la referencia [132]. Estos backgrounds no
tienen asociada deforma directa una transicio´n geome´trica, pero s´ı que se les puede
asociar con cierto l´ımite de transiciones geome´tricas [133]6. Ser´ıa interesante extender
las conclusiones de esta seccio´n a esas transiciones geome´tricas ma´s complicadas.
6Agradezco a M. Marin˜o esta puntualizacio´n.
6.4 Caso de branas no compactas 117
6.4. Caso de branas no compactas
Por completitud, vamos a revisar el caso en el que an˜adimos, en el lado cerrado de
la dualidad de Dijkgraaf-Vafa, branas no compactas. Se trata de branas situadas en el
punto (x, z) = (xi,−iyi) tal que el par (xi, yi) pertenece a Σˆ
H(xi, yi) = 0 (6.124)
Su volumen de mundo viene dado, por tanto, por v2 + w2 = 0.
En la ref. [122] se estudia la dualidad cuerda cerrada/cuerda abierta para este tipo
de branas. Al contrario de lo que ocurre en el caso compacto, en el que se introduce una
deformacio´n f0(x), las deformaciones que inducen estas branas no compactas cambian
los coeficientes de W (x). Vamos a escribir
W (x) =
∞∑
a=0
uax
a (6.125)
con
ua = u
(0)
a + δua (6.126)
u(0)a = 0 para a > d+ 1 (6.127)
La SFT de las cuerdas cerradas en Mdef se reduce a una teor´ıa para un boso´n φ en
Σˆ, de tal manera que su funcio´n de particio´n va a depender, adema´s de los moduli
XI y sus deformaciones xi=I , de u0a y δua. Lo que nos interesa ahora es esta u´ltima
dependencia
Zclosed(gs, ua;u
0
a, u¯
0
a) (6.128)
Las deformaciones δua se interpretan como deformaciones de la estructura compleja en
el infinito x→∞. El operador ∂φ corresponde a y(x), de tal manera que, para |x|  1
se tiene
〈∂φ〉 = y(x) = W ′(x)− 2tw0(x) '
∞∑
a=1
auax
a−1 (6.129)
Dado que ∂φ tiene la siguiente expansio´n en operadores creacio´n/aniquilacio´n
∂φ =
∑
a∈Z αax
−a−1 (6.130)
[αa, αb] = −2g2saδa+b,0 (6.131)
se tiene que el estado frontera asociado a esta deformacio´n en x → ∞ es un estado
coherente
α−a|ua〉 = aua|ua〉,
αa|ua〉 = 2g2s ∂∂ua |ua〉; a > 0 (6.132)
118 Dualidad de “gran N” como un cambio de polarizacio´n
La funcio´n de particio´n se puede escribir como un producto escalar
Zclosed = 〈Σˆ|ua〉 (6.133)
de tal manera que
〈∂φ〉 = 〈Σˆ|∂φ|ua〉〈Σˆ|ua〉
= (6.134)
=
∞∑
a=1
auax
a−1 + 2g2s
∞∑
a=0
a−a−1
∂Fclosed
∂ua
Los resultados que nos interesan de la ref. [122] son:
Por analog´ıa con el caso no compacto, la deformacio´n que producen Nnc branas
no compactas situadas en el punto P (xi, yi) ha de ser tal que∮
P
Ω ∝ gsNnc (6.135)
Esto se escribe cua´nticamente como
〈
∮
P
∂φdx〉Nnc = Nncgs (6.136)
lo que implica que la deformacio´n viene inducida por el operador
Ψ(xi) = exp
[
−φ(xi)
2gs
]
(6.137)
La introduccio´n de operadores del tipo (6.137) es equivalente a introducir el
estado frontera |ua〉, con
δua =
gs
a
∑
i
(xi)
−a (6.138)
De la SFT de las cuerdas abiertas ancladas en las branas no compactas se tiene
que los campos x e y del volumen de mundo de estas branas no conmutan, sino
que obedecen la relacio´n
[x, y] = gs (6.139)
Esto implica que la funcio´n de particio´n de estas cuerdas abiertas Znc es funcio´n
so´lo de x, y que, si se elige otro conjunto de coordenadas (x˜, y˜) relacionada con
las anteriores mediante una transformacio´n cano´nica
x˜ = x˜(x, y) (6.140)
y˜ = y˜(x, y) (6.141)
la nueva funcio´n de particio´n se relaciona con la anterior mediante7
Z˜nc(x˜) =
∫
dx exp
[
− 1
gs
S(x, x˜)
]
Znc(x) (6.142)
con S(x, x˜) el generador de la transformacio´n.
7En rigor, esta fo´rmula es so´lo exacta en el caso de que la transformacio´n cano´nica sea lineal.
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La SFT asociada al conjunto de branas no compactas viene dada por un modelo
de matrices de tipo Kontsevich para una matriz Y cuyos autovalores representan
las posiciones yi de las branas. A gs pequen˜o se tiene
Znc(xi) ' exp
[
− 1
2gs
∫ x
i
y(x′)dx′
]
(6.143)
Vemos, por tanto, que en este caso no compacto tambie´n podemos interpretar la funcio´n
de particio´n de las cuerdas abiertas como una funcio´n de onda, pero en una cuantizacio´n
(6.139) muy distinta a la de H3(Mdef). En lo que sigue vamos a analizar co´mo podemos
obtener estos resultados desde el punto de vista del lado abierto de la dualidad de
Dijkgraaf-Vafa, es decir, a partir del modelo holomorfo de matrices.
En primer lugar, la relacio´n (6.134) conduce a representar ∂φ en el modelo de
matrices mediante el operador
∂φ = W ′(x)− 2gs
N∑
m=1
1
x− λ(sm) (6.144)
En efecto, se tiene entonces〈
W ′(x)− 2gs
N∑
m=1
1
x− λ(sm)
〉
=
∞∑
a=1
auax
a−1 + 2g2s
∞∑
a=0
a−a−1
∂Fopen
∂ua
Segu´n lo discutido en la seccio´n anterior, para relacionar entonces este valor medio con
la ec. (6.134) hay que hacer un cambio de polarizacio´n. De acuerdo con este resultado,
el operador Ψ(xi) se escribe
Ψ(xi) = exp
[
−φ(xi)
2gs
]
= (6.145)
= exp
[
−W
′(x)
2gs
+
N∑
m=1
log(xi − λ(sm))
]
=
= exp
[
−W
′(x)
2gs
]
]
det (xi −M)
La deformacio´n que inducen las branas no compactas se puede obtener , por tanto, de
introducir este operador en el modelo de matrices. Dado que
Trlog(xi −M) = −
∞∑
a=1
x−a
a
TrMa + logx (6.146)
se tiene que las branas no compactas provocan una deformacio´n del potencial que es,
exactamente, la dada por la ec. (6.138).
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Siguiendo el procedimiento propuesto en la ref. [19] podemos derivar tambie´n la
relacio´n de cuantizacio´n (6.139) a partir del modelo de matrices. Para ello denotamos
por
Πn(x) =
xn√
hn
+ . . . (6.147)
los polinomios ortonormales asociados al modelo de matrices y definimos el conjunto
de funciones de onda
ψn(x) = Πn(x)e
−W (x)
2gm (6.148)
Estas funciones de onda esta´n normalizadas de la forma∫
dsψ¯m(x¯(s))ψn(x(s)) = δm,n (6.149)
Sobre este conjunto de funciones definimos los operadores xˆ tales que∫
dsψ¯m(x¯(s))xˆψn(x(s)) =
√
hm
hm−1
δm,n+1 +
√
hn
hn−1
δm+1,n (6.150)
Entonces de las relaciones de recurrencia de los polinomios ortonormales se obtiene que
xˆψn(x) = xψn(x) (6.151)
Interpretamos por tanto las funciones ψn(x) como las funciones de onda asociadas a
los estados abstractos |ψn〉 en la representacio´n x
〈ψn|x〉 = ψn(x) (6.152)
La representacio´n momento correspondiente viene dada por el operador yˆ, que se define
como de
〈ψn|yˆ|x〉 = gs ∂
∂x
ψn(x) (6.153)
Con esta notacio´n todo valor medio del modelo de matrices se puede escribir en te´rmi-
nos de valores medios mecanocua´nticos asociados a cierto colectivo estad´ıstico. Este
colectivo se define como aquel cuyo operador densidad es
ρˆ =
N−1∑
n=0
1
N
|ψn〉〈ψn| (6.154)
As´ı, por ejemplo, se tiene
〈 1
N
TrMa〉 = Tr(ρˆxˆa) (6.155)
Estos valores medios se pueden escribir en te´rminos de la funcio´n de Wigner
FW(−iy, x) = 1
pigs
∫
dse−
yx(s)
gs 〈x+ x(s)|ρˆ|x− x(s)〉 (6.156)
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asociada al colectivo. Especial intere´s tiene escribir de esta manera el valor medio de
la traza normalizada del resolvente
〈w(sm;x)〉 =
∫
ds
∫
ds′FW(−iy(x(s′)), x(s)) 1
x− x(s) (6.157)
ya que conduce a
〈ρ(s, sm)〉 =
∫
ds′FW(−iy(x(s′)), x(s)) (6.158)
Por tanto, en este contexto la densidad de autovalores es la distribucio´n de probabilidad
cua´ntica asociada al colectivo estad´ıstico de encontrar una part´ıcula en la posicio´n x. En
este contexto tambie´n es claro por que´ podemos interpretar Znc(x
i) como una funcio´n
de onda. En el caso particular n = N se tiene que
ψN(x) =
1√
hN
exp
[
−W
′(x)
2gs
]
〈det (x−M)〉 = (6.159)
' exp
[
− 1
2gs
∫ x
y(x′)dx′
]
(6.160)
con lo que ψN(x
i) coincide con la funcio´n de particio´n asociada a una brana no compacta
situada en xi. No´tese tambie´n que, de las relaciones (6.145) y (6.102), se tiene que las
energ´ıas libres a ge´nero g de las cuerdas abiertas ancladas en las branas no compactas
situadas en p1, p2, ..., pk se pueden escribir como expresiones integrales de las formas
W
(g)
k (p1, ..., pk) de la seccio´n 6.2.
Para finalizar, terminamos esta seccio´n con una serie de comentarios:
Dado que Znc(x
i) puede interpretarse como una funcio´n de onda, es posible definir
[102], si trabajamos con las variables
z ∝ y − ∂
2F¯0
∂x¯2
∣∣∣∣
x¯=x¯o
x (6.161)
lo que ser´ıa el ana´logo a la polarizacio´n de Ka¨hler en esta cuantizacio´n. La corres-
pondiente funcio´n de onda en polarizacio´n de Ka¨hler ψ(z;xo, x¯o) es dependiente
del background. Ser´ıa interesante comprobar que e´sta es la forma natural de re-
presentar la funcio´n de particio´n en el lado “cerrado” de la dualidad tambie´n en
este caso de branas no compactas.
Es bien sabido que, si hacemos un l´ımite al continuo en el modelo de matrices, e´ste
pasa a describir la f´ısica de cuerdas no cr´ıticas en las que el sector de materia
tiene carga central menor o igual que 1. En este l´ımite, las branas compactas
de las secciones anteriores y las no-compactas que hemos considerado en esta
seccio´n juegan el papel de branas ZZ y FZZT respectivamente. En concreto,
las funciones de particio´n Zopen(p
I) y Znc(x
i) se convierten en este l´ımite en
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las funciones de particio´n asociadas a estas branas de la teor´ıa de cuerdas no
cr´ıtica. El hecho de que ambas puedan interpretarse como funciones de onda, la
primera en la cuantizacio´n de H3, la segunda en la cuantizacio´n de H(x, y), tiene
implicaciones importantes en la f´ısica de este tipo de branas. Estudiamos este
tema en el ape´ndice B.
Es de esperar que un conocimiento ma´s profundo acerca de la relacio´n entre estas
dos cuantizaciones nos de´ nuevas ideas acerca de la relacio´n entre los agujeros
negros CY y las cuerdas topolo´gicas. En el ana´lisis realizado en el cap´ıtulo 5 las
coordenadas (p, q) del espacio de fases H3 se identifican con las cargas del agujero
negro. Toman, por tanto, valores discretos. Este hecho, aunque frecuentemente
ignorado en la literatura sobre la cuantizacio´n de H3, esta´ contenido de forma
natural en el formalismo del modelo de matrices: las cantidades pI representan el
nu´mero de autovalores localizados en los puntos cr´ıticos del potencialW . El hecho
de que los pI son discretos esta´ tambie´n incluido en la cuantizacio´n de la curva
H(x, y) = 0: se trata de la regla de cuantizacio´n de Bohr-Sommerfeld asociada al
contorno en H(x, y) = 0 que rodea el punto cr´ıtico donde los autovalores esta´n
localizados [19] (ve´ase ape´ndice B).
Conclusiones
En esta tesis hemos hecho un estudio detallado de la cuantizacio´n del espacio de fases
H3(CY,R). Se ha encontrado que los distintos estados cua´nticos se pueden representar
de forma rigurosa ba´sicamente en te´rminos de dos tipos distintos de polarizaciones:
Polarizacio´n de Ka¨hler. Las funciones de onda en esta polarizacio´n se correspon-
den (ec. (4.70)) con el producto escalar del estado que queremos representar por
ciertos estados comprimidos (“squeezed states”). Las anchuras en el espacio de
fases y los para´metros de “squeezing” dependen de la estructura compleja de base
(t, t¯) que se elija para el CY . Por tanto, las distintas representaciones en esta po-
larizacio´n corresponden a las distintas estructuras complejas de base. Bajo un
cambio de esta estructura compleja de base las funciones de onda transforman
segu´n las ecs. (4.129).
Polarizacio´n real. Las funciones de onda en esta polarizacio´n son las funciones de
onda “usuales” en meca´nica cua´ntica (ec. (4.88)), es decir, el producto del esta-
do por los autoestados del operador “coordenadas” (o “momento”). Para poder
definir estos operadores “coordenadas” y “momento” es necesario elegir una base
simple´ctica concreta para H3. Esto implica que las distintas representaciones en
esta polarizacio´n corresponden con las distintas elecciones de bases simple´cticas.
Ante una transformacio´n simple´ctica modular las funciones de onda transforman
segu´n la ec. (4.97).
Existe la posibilidad de cuantizar el sistema utilizando polarizaciones h´ıbridas (holo-
morfas y antiholomorfas) pero las distintas representaciones en este tipo de polariza-
ciones acaban reducie´ndose ba´sicamente a las representaciones de polarizacio´n real o
de Ka¨hler.
Hemos estudiado la transformacio´n unitaria que lleva de la polarizacio´n de Ka¨hler
a la real y viceversa. El primero de estos procesos es equivalente a tomar el l´ımite
holomorfo en la estructura compleja de base. Por tanto, las funciones de onda en
polarizacio´n real se pueden obtener ba´sicamente a partir de las de Ka¨hler mandando la
dependencia en t¯ a infinito y tomando la dependencia en t como dependencia funcional
(ec.(4.194)). El proceso inverso se puede representar diagrama´ticamente (ec.(4.208)) en
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te´rminos de ciertos diagramas de Feynmann en los que la dependencia no-holomorfa
esta´ contenida completamente en el propagador.
La funcio´n de particio´n de la cuerda topolo´gica cerrada Ztop en cada estructura
compleja de background (t, t¯) se puede interpretar de forma natural como la funcio´n de
onda en polarizacio´n de Ka¨hler, correspondiente a esa estructura compleja, asociada
a cierto estado f´ısico |ψtop〉 de la teor´ıa. La expansio´n en ~ coincide precisamente con
la expansio´n en ge´nero. El hecho de que Ztop sea una funcio´n de onda en polarizacio´n
de Ka¨hler implica que su l´ımite holomorfo es una funcio´n de onda en polarizacio´n
real. Al hacer este l´ımite holomorfo estamos perdiendo la propiedad de invariancia
modular. El proceso de tomar la dependencia en t como dependencia funcional implica
que estamos perdiendo la dependencia en la estructura compleja de base. En esta tesis
hemos tomado el punto de vista en el que se considera que la dependencia en t¯ de Ztop
define la estructura compleja de background en la que se “situan” las cuerdas cerradas.
Desde este punto de vista podemos interpretar la descripcio´n que da la polarizacion
real de las amplitudes de la cueda topolo´gica como una descripcio´n en un punto de base
concreto: el punto del infinito. Por ello se puede decir que cada representacio´n posible,
incluso en polarizacio´n real, en la que se puede describir las amplitudes de la cuerda
topolo´gica viene dada en te´rminos de una estructura compleja de base. La polarizacio´n
no lineal parece no cumplir con esta caracter´ıstica, pero hemos visto que no es tratable
ma´s alla´ de la aproximacio´n semicla´sica.
No obstante, el hecho de que sea posible pasar de una representacio´n a otra de for-
ma unitaria nos invita a ser optimistas en cuanto a la posibilidad de que pueda hacerse
alguna formulacio´n independiente del background de la teor´ıa de cuerdas topolo´gicas.
En efecto, es posible definir el estado independiente del background |ψtop〉 en un espacio
de Hilbert abstracto Hphys que contiene toda la informacio´n sobre las amplitudes de
la cuerda topolo´gica. Para alcanzar esta ansiada descripcio´n independiente del back-
ground parece crucial entender cua´l es el origen de la teor´ıa de campos 7-dimensional
de partida, que´ significa el espacio de Hilbert Hphys y que´ papel juega en e´l |ψtop〉.
Una forma en la que hemos intentado abordar f´ısicamente estas cuestiones es estu-
diando la conexio´n entre la cuantizacio´n de H3 y los agujeros negros CY. Hemos visto
que todo el formalismo relacionado con la cuantizacio´n de H3 tiene interpretacio´n f´ısica
en el contexto de estos agujeros negros si identificamos la 3-forma que estamos cuanti-
zando con la 3-forma de cargas de estos agujeros negros. Ma´s alla´ de la correspondencia
formal hemos visto co´mo podemos relacionar la entrop´ıa corregida de BHW en el caso
supersime´trico con el estado |ψtop〉 en polarizacio´n de Ka¨hler. Las correcciones en ~
tienen el significado de correcciones a la entrop´ıa en el inverso del cuadrado de la carga
central. La polarizacio´n de Ka¨hler esta´ relacionada directamente con las funciones de
distribucio´n cua´nticas de tipo Husimi. Esto nos ha permitido escribir la entrop´ıa de
BHW y la funcio´n de particio´n mixta de OSV del agujero negro ZBH(p, φ) en te´rminos
de la funcio´n de distribucio´n cua´ntica de tipo Husimi/anti-Husimi mixta asociada a
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|ψtop〉 en el punto del atractor (ecs.(5.34) y (5.42)). Por otro lado es posible relacionar
fa´cilmente |ψtop〉 mediante una transformacio´n unitaria con el estado “cosmolo´gico”
asociado a la cuantizacio´n radial del agujero negro (ec. (5.20)). Por tanto la expre-
sio´n de ZBH(p, φ) en te´rminos de |ψtop〉 se puede entender como una dualidad “cuerda
abierta/cuerda cerrada” en el espacio blanco.
La polarizacio´n real, en cambio, esta´ ma´s directamente relacionada con la funcio´n de
distribucio´n de Wigner. Escribiendo la funcio´n de distribucio´n de Husimi/anti-Husimi
mixta en te´rminos de la de Wigner hemos sido capaces de comparar la degeneracio´n
de microestados que postula OSV con la funcio´n de Wigner. La conclusio´n es que
ambas funciones del espacio de fases son distintas en general. So´lo en el caso, con-
siderado extensamente en la literatura, de que el punto del atractor este´ situado en
la regio´n del infinito es posible escribir la degeneracio´n de OSV como una funcio´n
de Wigner. En este caso las correcciones que aporta OSV con respecto a la entrop´ıa
de BHW tienen un significado f´ısico claro: constituyen precisamente la informacio´n
cua´ntica en el sector “x” del espacio de fases que la funcio´n de Husimi promedia me-
diante gaussianas en una aproximacio´n de “punto grueso”. Ser´ıa interesante extender
este ana´lisis que hemos hecho usando las funciones de distribucio´n como herramienta
para comparar estas entrop´ıas que, aunque corregidas, se han obtenido en un ana´li-
sis puramente macrosco´pico, con las funciones de particio´n microsco´picas exactas (que
incluyan tambie´n las configuraciones multicarga). So´lo entonces se podr´ıan explotar a
fondo las implicaciones en la correspondencia agujeros negros/cuerdas que tendr´ıa esta
dualidad “cuerda abierta/cuerda cerrada” en el espacio blanco.
La segunda forma en la que hemos abordado el problema de la background-dependencia
en cuerdas topolo´gicas es estudia´ndola en un caso concreto de dualidad de “gran N”:
la dualidad de Dijkgraaf-Vafa. Hemos llegado a las siguientes conclusiones:
En el lado cerrado Mdef de la dualidad
8 es posible definir de forma independiente
dos estados de la cuantizacio´n de H3(Mdef ,R):
• El estado |ψtop〉, que denotamos como |ψclosed〉. Se define naturalmente como
aquel cuya funcio´n de onda en polarizacio´n de Ka¨hler en la base (X, X¯) es
igual a la funcio´n de particio´n de la cuerda topolo´gica cerrada en el back-
ground (X, X¯). Ya hemos mencionado que la expansio´n en ~ se interpreta,
en esta identificacio´n, como la expansio´n en ge´nero de la cuerda topolo´gica.
• El estado |ψH〉, que se define como aquel cuya funcio´n de onda en polar-
izacio´n lineal en la base simple´ctica (A,B) es igual a cierta funcio´n de par-
ticio´n geome´trica.
8Y, en general en cualquier CY localMH descrito en te´rminos de una curva hiperel´ıpticaH(x, y) = 0
mediante la ecuacio´n (6.114).
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En el lado abierto Mres, descrito por un modelo de matrices holomorfo, podemos
asociar a la funcio´n de particio´n de las cuerdas abiertas un estado |ψopen〉 de
la cuantizacio´n de H3(Mdef ,R). Este estado se define como aquel cuya funcio´n
de onda en polarizacio´n real en la base concreta de ciclos (Ao, Bo) es igual a la
funcio´n de particio´n de la cuerdas abiertas ancladas en las branas. La expansio´n
en ~ se interpreta, en esta identificacio´n, como la expansio´n en 1/N .
Estos resultados nos permiten formular la conjetura de Dijkgraaf-Vafa de forma inde-
pendiente del background como
|ψopen〉 = |ψclosed〉 (6.162)
Dado que las amplitudes de cuerda cerrada constituyen una representacio´n con una
estructura compleja de base concreta en polarizacio´n de Ka¨hler, y las de cuerda abierta
constituyen una representacio´n concreta en polarizacio´n real, podemos entender en este
contexto el proceso de transicio´n geome´trica que lleva desde la geometr´ıa Mres, con
branas, hasta Mdef , sin branas, simplemente como un cambio de polarizacio´n. En el
caso en el que MH = Mdef , se tiene que |ψopen〉 = |ψH〉, con lo que es natural conjeturar
tambie´n que, en un CY local del tipo MH,
|ψH〉 = |ψclosed〉 (6.163)
independientemente de si este CY tiene asociado o no una transicio´n geome´trica.
En este escenario hemos analizado tambie´n el caso en el que se introducen branas
no compactas. Estas branas no compactas dan lugar tambie´n a una dualidad cuer-
das abiertas/cuerdas cerradas, que ha sido estudiada en detalle en el lado Mdef en la
ref. [122]. Hemos visto co´mo se pueden obtener algunos de los resultados de la ref. [122]
desde el lado Mres. Uno de estos resultados es que, al igual que ocurre en el caso com-
pacto, tambie´n es posible interpretar la funcio´n de particio´n de las cuerdas abiertas
ancladas en las branas no compactas como una funcio´n de onda, aunque en una cuan-
tizacio´n distinta (ec. (6.139)). Ser´ıa interesante profundizar ma´s en el estudio de la
relacio´n que hay entre ambos tipos de cuantizacio´n.
La ec. (6.162) nos dice que las amplitudes de las cuerdas topolo´gicas abiertas y
cerradas no son ma´s que diferentes representaciones del mismo estado cua´ntico. Este
estado cua´ntico tiene entidad de forma independiente del background, e independiente
de si estamos situados en el lado abierto o cerrado de la dualidad. Esto nos lleva a
ser todav´ıa ma´s optimistas en cuanto a la posibilidad de que pueda hacerse alguna
formulacio´n independiente del background de la teor´ıa de cuerdas topolo´gicas: esta
formulacio´n independiente del background parece ser incluso independiente del lado,
abierto o cerrado, de la dualidad en el que estamos situados. Esto es precisamente lo
que esperamos en cuanto a la relacio´n entre una posible formulacio´n de teor´ıa M inde-
pendiente del background y la correspondencia AdS/CFT: ambos lados de la corres-
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pondencia son representaciones background-dependientes de la “teor´ıa completa”, que
es background-independiente.
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Ape´ndice A
Estados comprimidos y funciones
de distribucio´n cua´nticas
En este ape´ndice revisamos brevemente algunas propiedades ba´sicas de los estados
comprimidos y las funciones de distribucio´n cua´nticas que se han utilizado en el presente
trabajo. Para un ana´lisis ma´s detallado remitimos al lector a las referencias [117,118].
A.1. Estados comprimidos
Dado un nu´mero real positivo ω, pueden definirse los correspondientes operadores
aniquilacio´n y creacio´n como
aˆ =
1√
2~ω
(ωqˆ + ipˆ) (A.1)
aˆ† =
1√
2~ω
(ωqˆ − ipˆ) (A.2)
de forma que ω se interpreta como la frecuencia asociada a un oscilador armo´nico de
masa m = 1. Denotamos los correspondientes estados estacionarios de este oscilador
como |n〉0. A partir de aˆ y aˆ† podemos definir los operadores de aniquilacio´n y creacio´n
generalizados
bˆ = µaˆ+ νaˆ† (A.3)
donde µ, ν ∈ C reciben el nombre de para´metros de deformacio´n (squeezing parame-
ters). Los estados comprimidos o estados coherentes generalizados se definen como los
autoestados de bˆ. Los denotamos como |β〉, siendo β el autovalor correspondiente
bˆ|β〉 = β|β〉 (A.4)
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Estos estados existen y son normalizables para todo β ∈ C si |µ| − |ν| > 0. Tambie´n
puede verse que la dependencia en β, µ y ν viene dada enteramente en te´rminos de
los cocientes β/µ y ν/µ, con lo que podemos asumir que |µ|2 − |ν|2 = 1 sin pe´rdida de
generalidad. Esta condicio´n implica que
[bˆ, bˆ†] = [aˆ, aˆ†] = 1 (A.5)
El estado “vac´ıo” |0〉, correspondiente a β = 0, puede determinarse a partir del
estado fundamental del oscilador armo´nico |0〉0 mediante la transformacio´n de Bogoli-
ubov
|0〉 = exp
[
− ν
2µ
aˆ†aˆ†
]
|0〉0 (A.6)
F´ısicamente se trata, al igual que |0〉0, de un estado centrado en el punto (0, 0) del
espacio de fases (< q >= 0, < p >= 0) en el que el para´metro ω es proporcional a
(∆p)2 e inversamente proporcional a (∆q)2. El efecto que introducen los para´metros
de compresio´n es una modificacio´n no correlacionada de las anchuras ∆q y ∆p, de tal
forma que
∆q =
√
~
2ω
|µ− ν|
∆p =
√
~ω
2
|µ+ ν|
⇒ ~2 ≤ ∆q∆p = ~2 |µ2 − ν2| (A.7)
El resto de estados comprimidos se pueden construir simplemente realizando un
desplazamiento en el espacio de fases sobre |0〉 hasta centrar el estado en un punto
(p, q) tal que
β =
1√
2~ω
[ω(µ+ ν)q + i(µ− ν)p] (A.8)
con lo que las ecs. (A.7) siguen siendo va´lidas para β 6= 0. Esta transformacio´n puede
realizarse utilizando el operador unitario desplazamiento de Weyl
Dˆ(p, q) = e
i
~
(pqˆ−qpˆ) (A.9)
Por tanto
|β〉 = Dˆ(p, q)|0〉 = exp
[
βbˆ† − β∗bˆ
]
|0〉 =
= e−
1
2
|β|2eβbˆ
†|0〉 (A.10)
De esta u´ltima ecuacio´n se tiene que
bˆ†|β〉 =
(
1
2
β∗ +
∂
∂β
)
|β〉 (A.11)
y que los estados comprimidos as´ı obtenidos esta´n normalizados de forma que
〈β∗1 |β2〉 = exp
[
β∗1β2 −
1
2
|β1|2 − 1
2
|β2|2
]
(A.12)
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Aunque estos estados no sean ortogonales s´ı que forman una base sobrecompleta del
espacio de Hilbert
I =
1
pi
∫
dβdβ∗|β〉〈β| (A.13)
con lo que todo estado |ψ〉 puede expresarse en la representacio´n de estados comprim-
idos mediante la funcio´n de onda
ψ(β) = 〈ψ|β〉 (A.14)
Obse´rvese que esta funcio´n de onda depende adicionalmente de los para´metros de base
ω, µ y ν elegidos para construir los estados comprimidos.
Las fo´rmulas (A.10), (A.11), (A.12) y (A.13) quedan modificadas si se elige la
normalizacio´n
|β〉bad = e 12 |β|2β〉 (A.15)
En concreto
|β〉bad = eβbˆ†|0〉 (A.16)
bˆ†|β〉bad = ∂
∂β
|β〉bad (A.17)
bad〈β∗1 |β2〉bad = eβ
∗
1β2 (A.18)
I =
1
pi
∫
dβdβ∗|β〉bade−|β|2〈β|bad (A.19)
En el caso particular de que ν = 0 los estados |β〉 pasan a ser los autoestados de aˆ
y se les denomina “estados coherentes”. Obse´rvese que son los que saturan la relacio´n
de incertidumbre.
A.2. Funciones de distribucio´n cua´nticas
Sea |ψ〉 un estado cua´ntico. Se puede asociar a este estado una funcio´n de distribu-
cio´n cua´ntica F (p, q) como una funcio´n en el espacio de fases a partir de la cual se
puede obtener el valor esperado de cualquier observable cua´ntico Aˆ(pˆ, qˆ) en el estado
|ψ〉 mediante el promedio
〈ψ|Aˆ(pˆ, qˆ)|ψ〉 =
∫
dqdpA(p, q)F (p, q) (A.20)
En esta fo´rmula A(p, q) es el observable cla´sico asociado con Aˆ(pˆ, qˆ). Dado que cua´nti-
camente qˆ y pˆ no conmutan, hay infinitas formas distintas de definir el mapa A(p, q)→
Aˆ(pˆ, qˆ), cada una de las cuales corresponde a una funcio´n de distribucio´n cua´ntica
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distinta. Cada una de estas prescripciones de ordenamiento de operadores viene de-
terminada por una funcio´n nu´cleo (kernel function) f(ξ, η) distinta, definida por la
asignacio´n
e
i
~
(ξq−ηp) → f(ξ, η)e i~ (ξqˆ−ηpˆ) (A.21)
La funcio´n en el espacio de fases Af (p, q) asociada al observable Aˆ(pˆ, qˆ) viene entonces
dada por
Af (p, q) =
1
2pi
∫
dξdη
A˜(ξ, η)
f(ξ, η)
e
i
~
(ξq−ηp) (A.22)
donde A˜(ξ, η) son los coeficientes de la expansio´n de Fourier
Aˆ(pˆ, qˆ) =
1
2pi
∫
dξdηA˜(ξ, η)e
i
~
(ξqˆ−ηpˆ) (A.23)
y la funcio´n de distribucio´n cua´ntica correspondiente es
F f (p, q) =
1
4pi2
∫
dξdη〈ψ|f(ξ, η)e i~ (ξqˆ−ηpˆ)|ψ〉e− i~ (ξq−ηp) (A.24)
A.2.1. Funcio´n de Wigner
La funcio´n de Wigner es aquella que viene determinada por el ordenamiento de
Weyl, que es aquel en el que la funcio´n nu´cleo es la unidad
fW = 1 (A.25)
Esto implica que AW (p, q) es la funcio´n de Weyl asociada al operador Aˆ(pˆ, qˆ)
AW (p, q) = 2
∫
dq′〈q + q′|Aˆ(pˆ, qˆ)|q − q′〉e−2 i~ q′p (A.26)
y que la funcio´n de Wigner es la funcio´n de Weyl asociada al operador densidad |ψ〉〈ψ|
FW (p, q) =
1
pi~
∫
dq′〈q + q′|ψ〉〈ψ|q − q′〉e−2 i~ q′p (A.27)
Podemos expresar la funcio´n de Wigner equivalentemente como el valor medio del
operador paridad Pˆ en el estado Dˆ(p, q)|ψ〉
FW (p, q) =
1
pi~
〈ψ|Dˆ†(p, q)Pˆ Dˆ(p, q)|ψ〉 (A.28)
De esta u´ltima expresio´n se observa expl´ıcitamente que FW (p, q) ∈ [− 1
pi~
,+ 1
pi~
] es una
funcio´n real, pero no definido-positiva.
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A.2.2. Funcio´n de Husimi
La funcio´n de distribucio´n de Husimi es la correspondiente a un ordenamiento
antinormal con respecto a los operadores aniquilacio´n generalizados bˆ. Por tanto
fH(ξ, η) = e−
|β(ξ,η)|2
2 (A.29)
donde
β(ξ, η) = µ
1√
2~ω
(ωη + iξ) + ν
1√
2~ω
(ωη − iξ) (A.30)
Dado que
Dˆ(p, q) = eβ(p,q)bˆ
†−β∗(p,q)bˆ (A.31)
sea cual sea ω, µ, ν, se tiene
FH(p, q) =
1
4pi2
∫
dξdη〈ψ|e−β∗(ξ,η)bˆeβ(ξ,η)bˆ†|ψ〉e− i~ (ξq−ηp) (A.32)
A partir de esta u´ltima expresio´n es directo derivar la relacio´n entre esta funcio´n de
distribucio´n y FW
FH(p, q) =
1
pi~
∫
dq′dp′FW (p′, q′)e−2|β(p,q)−β(p
′,q′)|2 (A.33)
Esta expresio´n nos dice que FH se obtiene a partir de FW mediante un proceso de
promedio o “difuminado” en el espacio de fases mediante gaussianas con anchura y
para´metros de deformacio´n dados por ω, µ, ν. Este proceso de “promedio” es similar
al efecto de promedio en “punto gordo” inherente a toda medicio´n experimental. Si
introducimos la relacio´n de sobrecompletitud de los estados comprimidos (A.13) en la
ec. (A.32), es directo encontrar que esta aproximacio´n de punto gordo da lugar a una
funcio´n definido-positiva
FH(p, q) =
1
2pi~
|〈ψ|β〉|2 (A.34)
A.2.3. Funcio´n de Anti-Husimi
Por el contrario, la funcio´n de distribucio´n de Anti-Husimi corresponde a un orde-
namiento normal con respecto a los operadores de aniquiliacio´n y creacio´n generaliza-
dos:
fAH(ξ, η) = e+
|β(ξ,η)|2
2 (A.35)
FAH(p, q) =
1
4pi2
∫
dξdη〈ψ|eβ(ξ,η)bˆ†e−β∗(ξ,η)bˆ|ψ〉e− i~ (ξq−ηp) (A.36)
A partir de la expresio´n (A.36) y de (A.24), particularizada para la funcio´n de Wigner,
es posible obtener
FW (p, q) =
1
pi~
∫
dq′dp′FAH(p′, q′)e−2|β(p,q)−β(p
′,q′)|2 (A.37)
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En palabras, ahora es FW la que se obtiene a partir de FAH mediante un “difuminado
de punto gordo”, tambie´n con anchura y para´metros de deformacio´n dados por ω, µ, ν.
Ape´ndice B
Geometr´ıa cua´ntica en las teor´ıas
de cuerdas minimales
Como hemos mencionado en la introduccio´n, uno de los principales retos que se
plantea la teor´ıa de cuerdas es entender cua´nticamente la geometr´ıa y la dina´mica del
espacio blanco y hasta que´ punto los conceptos cla´sicos de espacio y tiempo se pueden
extender cua´nticamente. Para ello es necesario un mayor conocimiento de los aspectos
no perturbativos de la teor´ıa. En este contexto se hace interesante estudiar la naturaleza
del espacio blanco en teor´ıas que constituyan modelos simplificados de las teor´ıas de
cuerdas f´ısicas. En este ape´ndice resumimos algunos aspectos del trabajo [19,22] en el
que se realiza este estudio para una clase de teor´ıas de cuerdas no cr´ıticas en las que el
sector de materia tiene carga central menor que 1, en concreto, las teor´ıas de cuerdas
minimales. Estas teor´ıas, cuya descripcio´n perturbativa (en la hoja de mundo) viene
dada en te´rminos de una teor´ıa conforme minimal acoplada a la teor´ıa de campos de
Liouville, constituyen ejemplos importantes de modelos de gravedad cua´ntica que es
posible resolver de forma exacta.
El procedimiento por el que fueron resueltos exactamente a principio de los an˜os
90 fue mediante una descripcio´n no perturbativa dada por el l´ımite continuo (“double-
scaling limit”) de un modelo de matrices [134]. La idea es que cada “diagrama gor-
do” del modelo de matrices con ge´nero g y h agujeros puede entenderse como una
poligonizacio´n de la hoja de mundo Σg de la cuerda minimal, de forma que la suma
sobre topolog´ıas y sobre me´tricas de la hoja de mundo puede escribirse como una suma
sobre todas las posibles poligonizaciones. Si hacemos ahora el l´ımite (“double scaling
limit”) de N grande y al mismo tiempo hacemos tender los coeficientes del potencial
a un valor cr´ıtico gc, entonces el nu´mero de pol´ıgonos tiende a infinito mantenie´ndose
el a´rea total constante a cada ge´nero. Se trata, por tanto, de un l´ımite continuo, en el
que la energ´ıa libre del modelo de matrices tiene contribuciones a todos los ge´neros y
se corresponde con la funcio´n de particio´n de la gravedad cua´ntica bidimiensional de la
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hoja de mundo. Existen multitud de evidencias no triviales en el ca´lculo de exponentes
cr´ıticos, observables macrosco´picos y funciones de correlacio´n que nos indican que este
procedimiento nos proporciona una descripcio´n no perturbativa de las cuerdas mini-
males. No obstante, a pesar su simplicidad, las cuerdas minimales contienen muchos de
los aspectos interesantes de las cuerdas cr´ıticas tales como branas y dualidades cuerda
abierta/cuerda cerrada. Adema´s, en los u´ltimos an˜os estas teor´ıas han recibido de nue-
vo gran atencio´n debido a los progresos que se han alcanzado en el estudio de la teor´ıa
del campo de Liouville [135]. Esto ha permitido que se puedan hacer comparaciones
interesantes entre las dos descripciones, perturbativa y no-perturbativa [136–138].
Debido al hecho de que la carga central correspondiente al contenido de materia es
menor que 1, no es posible en estos modelos una interpretacio´n directa de cua´l es el
espacio blanco. No obstante, se ha propuesto que toda la informacio´n sobre el espacio
blanco esta´ codificada en la dina´mica de las branas FZZT [138]. En este ape´ndice
usamos el ana´lisis de la seccio´n 6.4 referente a la relacio´n entre los modelos de matrices
y la cuantizacio´n de la curva H(x, y) = 0 para estudiar las correcciones cua´nticas
sobre el espacio blanco de las cuerdas minimales de tipo (2, q). La idea es que podemos
relacionar las amplitudes asociadas a las branas FZZT con la meca´nica cua´ntica de
H(x, y). Mediante este procedimiento el espacio blanco cla´sico se puede interpretar
como una curva en el espacio de fases del modelo meca´nico, de tal forma que es posible
derivar los efectos cua´nticos sobre el espacio blanco a partir de meca´nica semicla´sica en
el espacio de fases que nos proporciona el formalismo de la funcio´n de Wigner. Esto nos
permite interpretar el proceso del l´ımite continuo mencionado en el pa´rrafo anterior
como un proceso de resolucio´n cua´ntica en el espacio de fases.
B.1. Branas FZZT y el espacio blanco cla´sico de la
cuerda minimal
Comencemos recordando bre´vemente cua´l es la descripcio´n en la hoja de mundo de
las teor´ıas de cuerdas minimales de tipo (2, q). El sector de materia viene dado por la
teor´ıa conforme minimal correspondiente, con carga central cm = 1 − 3(2−q)2q < 1. Por
otro lado el sector de Liouville, la teor´ıa para el campo de Liouville φ, viene dado por
la accio´n
SLFT =
1
4pi
∫ √
g
[
∂φ∂φ+QφR + 4piµe2bφ
]
(B.1)
donde b es la constante de acoplo de Louville, Q = 1
b
+ b es la carga de background
y µ es la constante cosmolo´gica en la hoja de mundo. Como cm < 1, lo u´nico que se
puede decir a primera vista acerca del espacio blanco es que viene dado por la direccio´n
de Liouville φ. Adema´s del hecho de que no hay tiempo, este espacio blanco tiene de
especial que no es homoge´neo. El hecho de que Q 6= 0 implica que el acoplo de la cuerda
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efectivo var´ıa exponencialmente con φ, de tal forma que en φ → −∞ las cuerdas son
libres, mientras que en φ → +∞ las cuerdas esta´n fuertemente acopladas. Adema´s,
el te´rmino-µ en la accio´n (B.1) suprime fuertemente las contribuciones a la integral
de camino en las que φ es positiva y grande, tenie´ndose de forma efectiva una pared,
denominada “pared de Liouville”.
El punto de vista que tomamos en este trabajo es que podemos tener una mejor de-
scripcio´n efectiva del espacio blanco mediante el espacio de moduli de las branas FZZT.
Desde el punto de vista de la hoja de mundo estas branas se implementan considerando
hojas de mundo con agujeros con condiciones de frontera de tipo Neumann para φ, con
un te´rmino de interaccio´n de frontera en la accio´n de la forma
∮
µBe
bφ, donde µB es una
constante cosmolo´gica de frontera. Este te´rmino suprime las contribuciones a la inte-
gral de camino en las que la frontera de la cuerda esta´ ma´s alla´ de φ = − 1
b
logµB. Esto
nos permite interpretar µB como una coordenada en el espacio blanco. Los progresos
recientes en la teor´ıa del campo de Liouville con frontera han permitido calcular [136]
la amplitud de disco asociada a la FZZT Φ(µB). En este ca´lculo puede verse que es
posible considerar todos los tipos de FZZT branas si complexificamos el para´metro µB.
Si definimos x = µB
µ
y y = 1
µ1/2+1/(2b
2)
∂xΦ, se encuentra que el Φ calculado satisface la
relacio´n
H(x, y) := 2y2 − 1− Tq(x) = 0 (B.2)
donde Tq son los polinomios de Chebyshev de primera clase. La relacio´n (B.2) define una
superficie de Riemann que, al igual que las estudiadas en la seccio´n 6.1, tambie´n tiene
la estructura de un recubrimiento doble sobre el plano complejo x. En la ref. [136] se
interpreta esta superficie como el espacio blanco cla´sico de la teor´ıa. En este contexto Φ
puede interpretarse geome´tricamente como la integral Φ(x) =
∫ x
y(x′)dx′ de la 1-forma
Ω en un contorno con punto final determinado por µB.
B.2. Cuerdas minimales y la cuantizacio´n de H(x, y)
La pregunta en este punto es si las correcciones en el acoplo de la cuerda minimal
gmin modifican significativamente este espacio blanco. Para ello utilizamos la descripcio´n
no perturbativa. E´sta viene dada por el l´ımite continuo de un modelo de matrices
(6.14) en el que el potencial es elegido de tal manera que el modelo de matrices tenga
el mismo comportamiento de exponente cr´ıtico que la cuerda minimal (2, q). Hemos
visto en la seccio´n 6.4 que es posible, a partir de los polinomios ortonormales Pn del
modelo de matrices, definir un conjunto completo de estados |ψn〉 de la cuantizacio´n
de H(x, y), donde el acoplo del modelo de matrices gs juega el papel de constante de
Planck. Tambie´n hemos visto que es posible expresar todo correlador del modelo de
matrices como un valor medio cua´ntico asociado al estado mixto ρˆ =
∑N−1
n=0
1
N
|ψn〉〈ψn|.
En particular, el valor medio de la traza del resolvente viene dado por la expresio´n
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(6.157). Por tanto, podemos decir que este estado mixto mecano-cua´ntico contiene la
misma informacio´n que el modelo de matrices.
Podemos pensar en el estado mixto ρˆ como un estado de equilibrio. Es entonces
natural pensar en los estados |ψn〉 como estados estacionarios de cierto hamiltoniano.
Podemos obtener cierta informacio´n sobre este hamiltoniano de hecho de que
ψN(x) ∝ e−
W (x)
2gs 〈det(x−M)〉 (B.3)
Por un lado, a gs pequen˜o se tiene
ψN(x) ' exp
[
− 1
2gs
∫ x
y(x′)dx′
]
(B.4)
Por otro, a primer orden en la expansio´n WKB
ψN(x) ∝ e−
1
2gs
 x y(x′,EN )dx
′
(B.5)
Esto da lugar a un mapa formal entre el modelo de matrices y un sistema meca´nico
acotado en el que el valor medio del resolvente juega el papel de una curva cerrada en
el espacio de fases
y(x,EN) = W
′(x)− 2tω0(x) (B.6)
Como ejemplo ma´s simple podemos considerar la cuerda minimal (2, 1), a la que se le
puede asociar el modelo de matrices ma´s sencillo: el gaussiano. El sistema meca´nico aso-
ciado es, en este caso, simplemente el oscilador armo´nico, donde y(x,EN) = ±i
√
EN − x2.
El l´ımite continuo implica, para el modelo de matrices, un “zoom” en el borde
de la distribucio´n de autovalores. Mediate el mapa (B.6), esto corresponde, desde el
punto de vista del sistema meca´nico, a un “zoom” en el punto de retorno cla´sico, de
tal forma que tras tomar e´ste l´ımite el sistema se vueve no-acotado. y el para´metro
que juega ahora el papel de constante de Planck es ahora gmin. El mapa (B.6) tambie´n
implica que la integral del resolvente es el valor medio, en el modelo de matrices, del
operador “lazo macrosco´pico” Trlog(x −M), y este es precisamente el operador que
implementa la brana FZZT en la descripcio´n no perturbativa de la cuerda minimal.
Por tanto, podemos mapear la curva cla´sica en el espacio de fases de energ´ıa E = 0
del sistema no acotado con la superficie de Riemann (B.2). La utilidad de este mapa
viene del hecho de que va ma´s alla´ de la simple identificacio´n cla´sica en el sentido
de que podemos obtener todos los efectos en gmin (perturbativos y no-perturbativos)
a partir de los efectos cua´nticos en el ana´logo meca´nico. Por ejemplo, la funcio´n de
particio´n ZFZZT de la FZZT brana a todo ge´nero, que se corresponde en la descripcio´n
no perturbativa con el valor medio del operador (6.145) es mapeado, tras la aplicacio´n
del l´ımite continuo, con la funcio´n de onda ψE=0 del modelo meca´nico. E´sta, que es la
funcio´n de Baker-Akhiezer de la jerarqu´ıa KP, es una funcio´n entera de x. Por tanto, se
puede decir que, debido a los efectos cua´nticos, el espacio blanco de la cuerda minimal
no es la superficie de Riemann (B.2), sino el plano complejo x.
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Otro tipo de branas que existen en la teor´ıa de cuerdas minimales son las ZZ branas.
E´stas se definen como D-branas localizadas en la regio´n de acoplo grande φ→∞. En
el modelo (2, 2k − 1) hay k − 1 tipos de ZZ branas, que se denotan por (1, l), con
l = 1, ..., k − 1. Estos tipos de ZZ branas corresponden con las k − 1 singularidades
x1,l de la curva (B.2), de tal forma que la amplitud de anillo correspondiente a una ZZ
brana del tipo (1, l) se interpreta geome´tricamente como la integral de la 1-forma Ω en
torno al B-ciclo que pasa por la singularidad x1,l. Estas singularidades se corresponden
con A-ciclos colapsados, de tal manera que los periodos
∫
A
Ω son iguales a cero. La SFT
asociada a las ZZ branas no es ma´s que el modelo de matrices en el l´ımite continuo. Por
tanto, desde el punto de vista de la descripcio´n no perturbativa, la teor´ıa de cuerdas
minimales en un background con nl ZZ branas del tipo (1, l) viene descrita tambie´n por
el l´ımite continuo del modelo de matrices, pero en un vac´ıo en el que hay nl autovalores
en el extremo (1, l) del potencial. La presencia de estas ZZ branas modifica la curva
(B.2)
δy2 = −22k−3
k−1∑
l=1
gminnl
√
x1,l + 1
∏
n6=l
(x− x1,n) (B.7)
de tal forma que los periodos
∫
A
Ω son ahora distintos de cero. De acuerdo con los
resultados de la seccio´n 6.2 tenemos la funcio´n de particio´n ZZZ(nl) puede interpretarse
tambie´n como una funcio´n de onda, pero de otra cuantizacio´n: la de H3(MH ,R) (en
polarizacio´n real). Hemos indicado en la seccio´n 6.4 que de la interaccio´n entre ambas
cuantizaciones es posible obtener una regla de cuantizacio´n para los periodos
∫
A
Ω.
Esta regla de cuantizacio´n se traduce en este caso en que el nu´mero de ZZ branas ha
de ser discreto. Es destacable que esta regla de cuantizacio´n nos permite obtener el
factor de proporcionalidad exacto entre la constante de Planck gs de la cuantizacio´n
de H(x, y) y gmin.
Como ejemplo, podemos considerar las deformaciones de ZZ brana para el modelo
(2, 5)
y2 = 8
[
(x+ 1)(x− x1,1)2(x− x1,2)2 − gminn2
√
x1,2 + 1(x− x1,1)
]
(B.8)
con x1,1 =
1−√5
4
y x1,2 =
1+
√
5
4
. Si consideramos que la deformacio´n es pequen˜a gminn2 
1, y hacemos una expansio´n en torno al mı´nimo x1,2,
y2 ≈ −ω1gminn2 + ω
2
2
4
(x− xmin)2 (B.9)
con ω1 ' ω2 ' 12,3. El nivel E = 0 satisface la regla de cuantizacio´n de Bo¨hr-
Sommerfeld so´lo si
ω1gminn2 = gsω2n (B.10)
de donde se obtiene que n2 es un nu´mero natural y que
gs
gmin
=
ω1
ω2
' 1 (B.11)
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B.3. Cata´strofes y el l´ımite continuo
La forma en la que podemos entender que´ ocurre cua´nticamente con el espacio
blanco cla´sico (B.2) es estudiando las correcciones cua´nticas sobre la funcio´n de Wigner
FWE=0(p, q) asociada al estado ψE=0. Como en ~ → 0 FWE=0(y, x) tiende a una funcio´n
delta con soporte sobre la curva cla´sica E = 0, podemos tomar como definicio´n del
espacio blanco de la cuerda minimal el soporte de FWE=0(y, x). En efecto, si intentamos
calcular FWE (y, x), mediante la expresio´n (A.27), a partir de la aproximacio´n WKB
de ψE y haciendo aproximacio´n de punto de silla en la integral, el resultado es una
expresio´n que diverge sobre la curva cla´sica [139]. Matema´ticamente, tenemos una
catastrofe de pliegue sobre los puntos de la curva. Si queremos calcular la funcio´n de
particio´n de la FZZT brana, por ejemplo, mediante la integracio´n
|ψE(x)|2 =
∫
dsFWE (−iy(x(s)), x) (B.12)
es necesario previamente, para poder hacer el “zoom” en torno al punto de retorno
cla´sico, resolver esta catastrofe. Por ejemplo, en el modelo (2, 1) el hacer la aproxi-
macio´n uniforme para la funcio´n de Wigner del sistema meca´nico acotado, el zoom
posterior y la integracio´n da
ψE=0 = Ai
(
x+ 1
21/3~2/3
)
(B.13)
que es la misma funcio´n de particio´n que puede obtenerse a partir del l´ımite continuo
del modelo de matrices. En el caso de los modelos (2, 2k − 1) con k > 1 la resolucio´n
de la catastrofe es ma´s complicada debido al hecho de que el punto de retorno cla´sico
es de orden ma´s alto, pero la conclusio´n es la misma: el significado del l´ımite continuo
es la resolucio´n cua´ntica de la catastrofe sobre la curva cla´sica en el espacio de fases,
concretamente en el punto de retorno. Adema´s, la funcio´n de Wigner resuelta para
el sistema no-acotado tiene gene´ricamente un comportamiento oscilatorio en la parte
convexa del espacio de fases, y es exponencialmente decreciente en la parte co´ncava.
Dado que, una vez resuelta la catastrofe, el soporte de la funcio´n de Wigner es todo
el espacio de fases, la otra conclusio´n que se tiene es que el efecto de las correccio-
nes cua´nticas sobre el espacio blanco no es cambiar la forma de la curva (B.2), sino
difuminarla en un espacio (x, y) no conmutativo. Para un ana´lisis detallado de estas
cuestiones remitimos al lector a la tesis [22].
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